
Substitution Verschachtelt,
Wurzel Trigo ,

Produkte Partial Integration Produkt-Formen

1
.

Substitution aufstellen u =? 1. Integral in Produktform bringen
↳ Trick = 1

↳ u = g(x)
2. Grenzen an passen 2. g & f' definieren

↳ Grenzen einfach in g(t) einsetzen leicht ableitbar (wichtiger

3. U Ableiten
,

sodass dx ins Spiel kommt.
<[ leicht Integrierbar

du Schwere Teil schöner↳ du = g'(x) . dx du = u - dx = S ↳ Wird der

↳ nach dx umstellen
wenn man Ableitet oder Integriert ?

4
. Alles im Integral mit u und du ersetzen

4
.

Alle fif
, g , g' definieren

gof f' wird also

5. Neues Integral nun berechnen ↳ In Tabellenform gif nicht benötigt

6. Rücksubstitution 3 Unbestimmtes 5. Formel anwenden (Tabelle)

I↳ U mit y wieder tauschen Integral
Sex1 = (eg)- J5g = Eg-15 . 9 En
O

7 . Kontrolle
↳ erhaltene Funktion Ableiten 6. Integral berechnen

↳ sollte nun das Ursprungs Integral sein

↳ eventuell nochmals Partial Integration

n= z .
Bu = X

u = 2x g gi
g

u = g(x)
= 2x

fl
ff

ul = g'(x)

Zähler

Partialbruchzerlegung Bruch
Nenner

Falls Grad Zähler = Nenner = Polynomdivision

1. Nullstellen des Nenners ermitteln
↳) nur mit dem Rest weiter machen Nullstellen...- In Schritt 7 Teil

vor dem Rest
↳ Falls kein Rest

,
dann einfach Integral berechnen !

mit integrieren !
2. Bruch nun mit Nenner in Produkt notieren

mit erhaltenem Resultat der Polynomdivision

↳ Faktor vor höchstem Grad in Nenner übernehmen
↳ weil z . B 95 = S2

3. Bruch als Summe mit A & B im Zähler notieren

↳ Achtung Nullstellen mit Multiplizität Nullstellen mit Multiplizität
4. Gleichung aufstellen

E< Links:Schriteine
5. A und B ermitteln /oder versuchen geeignete x-Werte zu finden

Geeignete x-Werte finden

↳ mit Nullstellen-Produkte Multiplizieren
1 = A(x- 1) + B(x+ 1)

↳ linke Seite lassen ! rechts ausmultiplizieren
1 =A . 0 + B . 2 = B = E

X = 1

↳ X ausklammern x= - 1 1 = A . (2) + B . 0 = A= E

5 . 2 Koeffizientenvergleich
↳ rechte- mit linkerseite vergleichen

↳ X-Tein
,

nicht -Teil =In (x+
5 . 3 Gleichungssystem lösen

&

Nach der Partial-
6. A und B in 4.

bruchzerlegung haben (x =
x=

dx = ((x- x) +

wir eine der beiden
7. Integrieren Integral Formen

↳ Zähler als Faktor vor vorliegen !
das Integral ziehen (xx

.

-dx =

(x-
yo

. 1 - r

+ C



Bogenlänge Mittelwert einer Funktion

L =Si + (f'(x)]2 . dx

W = höhe der Flächenstücke unter der Kurve

A = Fläche vom ganzen.
Koordinate y des Schwerpunktes ↓ Koordinate X des Schwerpunktes

Ys = x(f(x - g(x)d
#

Xs = Ex . (f(x) - g(x)]dx

Schwerpunkt Rotationskörper Arbeits Integral Volumen Rotation um X-Achse

Xs= x(f(x)] dx V=π9[f(x)]" . dx
A

wenn um die y-Achse Rotiert wird

Ys = 0 (weilwird um die X-Achse) R= Radius von Erdkern bis Erdoberflächen

muss einzig y als X ausgedrückt werden.

=> Umkehrfunktion Intervall mit Funktion

an passen

Mantelfläche (Oberfläche) Z .
B

X 3 Umkehrfunktion

M = 25
-
S f(x) . 1 + (f(x) dx M = 24

.
%by-+ (y32 - dx

Uneigentliche Integrale ist die Fläche endlich ?

1 .
Art umendliche Grenzen z.B ga

1

1 .
- wird mit Hilfswert t ersetzt Wenn nötig Integrale

2
. Integral ausrechnen

auseinander Ziehen gogosymmetrischerste
3. Grenzwert berechnen

↳ neue Intervallsgrenzen 2 mal !

definieren

2
.
Art Unstetigkeit im Intervall

z .B/dx X = 0 undefiniert +
g

1. Problemstellung mit tersetzen b
a = untern grenze X- > at von rechts

2. Integrieren S ! b = obere grenze X -> 5 von links

3. Grenzwert berechnen

Polynomdivision
Nullstellen erraten (-3 ,

-2
,

-1
,
1

, 2
,
3)

1.
Dividieren

Polynomfunktion nach Exponenten Sortiven ! alle Exponenten müssen
2 .

multiplizieren vorkommen ! sonsteinfa

3 .

Subtrahieren
In Produktform bringen -> Nullstellen ablesen !

0x2 = 0v

Polynomdivision mit Rest
Rest

L

z . B (5x + 0x - 7x + g) : (x - 2) = 5x2+ 10x + 13+
:
+ - ret



(x - 3)(x + 2)
-Polstelle

/ Habin

(x-1M(x -3)(x + 4)

1. Zähler auf Null setzenählt (2, 3

2 .
Nenner -> Echte Nullstelle* Null
(vergleich mit 3 . wenn nicht vorhanden

,
dann Nullstelle)

3
. Nenner welche Zahlen dürfen nicht eingesetzt werden ? ->>(-4

,
1

,
3)

4. Abschliessender Vergleich

Hebbare Definitionslücke

Welche Zahl kommt im Zähler & Nenner vor ? 3

(Weil man es Theoretisch rauskürzen könnte

Echte Nullstellen

Welche Zahlen kommen nur im Zähler vor?I

Polstellen

Welche Zahlen kommen nur im Nenner vor ? -4 & 1 (doppelt)

Quetientenregel : f(x)=Kettenregel

f(x) =

u((x) . V(x) - u(x) . v(x) f(x) = u(v(x)) . vi(x) f(x) = u(v(x)
v(x)2

z .B(- x2 + 1)3

Äussere-Ableitung n = (v) v = -+ 1

y . (-x +1)2 . (2x)=x(1 - xz)
v =

- 2x

i = 3(v)2Innorm-Ableitung

Äussere-Ableitung : Innere-Ableitung23x +2 (4x2+1)"
f(x= (e3x +2) . 3f(x)= 23x

+2

Exte (n(2x) sin (4x)

-Produkteregel

f(xl = u'(x) . v(x) + u(x) . v((x)

f(x) = u(() . V() . z(x) + u(x) . v(x) . z(x) + u(x) . V(x) - z((x) ...

Z .B 2x2 . et

f(x) = 4x . ex + 2x2 . et

Multiplizieren
= ex (4x +2x2)v= eXu = 2x2 -

·

v = ex
u =

= zet(2x + x7)YX
t

f(x) = 4x . ex + 2x2 . et

= ex (4x +2x2)

= zet(2x + x7)



1
. Ordnung und Typ bestimmenDifferentialgleichung Dah

2 .
Umformen ,

wenn nötig
Richtungsfelder = RF

3. Integrieren
Lösungsfunktion aufstellen4.↳ Werte von Xo , yo sind gegeben

so kann die Steigung an diesem Punkt
~

5. Falls gegeben . Anfangsbedingung einsetzen
ermittelt und in ein &F eingetragen werden um Konstanten [c] zu berechnen

Separierbare DGL
Nur X Komponenten Notationen
-x
->

Nur y Komponenten

y'(x) = T(x) . gTy) 1. Ordnung 2 . Ordnung

y" = 3xy = 3x
1

. F(x)
, g(y) und identifizieren und in die Form bringen

y"(x) = 3xy'(x) = 3x

y= = f(x). g(y

=3 = 3x2
. Trennung der Variabeln x & y

i = 3xi = f(x) - dx y = 3x

3. Integration der beiden Seiten der Gleichung falls möglich
explizit 1

.
Ord

.Euler-Verfahren gegeben (=fYJa = (f(x) . dx gesucht : y(x)
1. Anfangswerte festlegen

4. Auflösen nach y falls möglich ↳ Startpunkt Xo
, Anfangswert yo ,

Schrittweiten , n Schritte

2. Funktion bestimmen

15 .

1 Anfangsbedingung AB einsetzen ↳ f(x) = ... rechte Seite von y' (Explizit)

3. Formel n-Mal anwenden
nach der Konstante umstellen

↳) Xn+ 1 = Xn + h => Xn = Xo + n . h

5 .
2 C wieder in 4

. einsetzen yn + 1 = yn + h . f(xn , yn)

f(x) = X + 5yzB y = x +TyAutonome DGL = Spezielle Form der Separierbaren DGL

Xo =

-

4& y(4) = 1 Yo = 1
SchrittweiteY'(x) = 2x g(y) Yot = 4 + 0 .25 = 4 hgegene Anzahl schritte

You = 1 + 0,25 . (4 +F) =z

Lösungsformel homogenLineare DGL y-Komponenten kein Exponent 22

-F(x)
g(x) = 0 homogeny'(x) + f(x) -y = g(x) y = C . e

((x) = (g(x) . eF(x)
. dx

um

Störglied
g(x) = 0 inhomogen

Lineares DGL
1

. f(x) & g(x) identifizieren und in die obige Form

bringen Lösungsformel für inhomogenes Lineares-DGL 1. Ordnung
↳ ist nicht in der

2. Bestimmung von F(x) Formel enthalten weil

y = e
F(x)- (g(x) . eF(x) +

3dx es sich kürzt.

3. Homogen oder inhomogen ?

4. In die entsprechende Formel einfügen
55. Integrieren wenn Inhomogen

(6) AB einsetzen wenn vorhanden

l'Hopital f"(x)
lim Umformung sodass l'lopitalIl

x => xg(x) angewendet werden kann .

f'(x) von 0 . 0 nach 5.0 =

him Zim oder D-0 nach G

Jx => xog'(x)

(Situation oder

Koeff



"

Nur Autonome DGL's haben diese Eigenschaften : Stabil
, ...

Da eine solche Funktion die
Form y = f(y) hat und daher nur

durch y beschrieben wird
Autonom >

sonst y1 = f(x, y)

3 wo wird die Gleichung
= 0 ?

Steigung



Steigend oder fallend ? Erste-Ableitung

f(x) < ode > 0 ?

f'(x) 20 = fallend

f(o = Steigend
f(x) = 0 Wagereihte Tangent (Extrempunkt)

Krümung ? Zweite-Ableitung f"(30 Konvex = links
Nach oben oder unten gekrümmt ? f"(0)10 Konkav = rechts"

E"() >0 nach oben Konvex ( Resultat von f"(x) =0

f"() <0 nach unten konkav 1
Wendepunkt Prüfen f(x) + O

f"(x) = 0 Wendestellen -

1
. f(x) = 0 Steigung Waagrecht If

↑
*

2
.
f"(x) für Erkennung ob hoch- oder Tiefpunkt ? O

Hochpunkte .

f(xd = 0 & f"(x)0"

Tiefpunkt

f(xd = 0 & f"(0) > 0 Ü

Wende-Sattelpunkte

Wendepunkt =
Drehsinnwechselin

rechtskurve

Sattelpunkt = spezielle Wendepunkt(Tangenle = Wagercaf)

-Bedingungfür Wendepunkt

f"(x) = 0

fl"(0) +0

Sattelpunkt zusätzlich f'(xo) = O



alter ExponentAbleiteni nach Vorne

ExponentneurIntegrieren in den Bruch
Exp( + 1)

eine Zahl durch

ihre Wurzel ist immer

=
die Wurzel der Zahl

- COS COS + C- Sin
O
of

S Sin - COS - Sin + C=
+

- e-X - e-
*

+ C2
- x

- te+a

+ Cg 2
- X . a

-ae-x

=

i

Streckung

Verschiebung

-x - k? .5x . K

fx+4 Fx +k

Bsp:

f(x) = Cos(3 - X - f(x) = 1 -sin 3x

((x) = cosx + " - (x) = sinx+



Grenzwert von Folgen (Tricks) E = o

höchsten
mit dem Exponenten Sonderfülle :

gemeinsamen
1 erseitern mit " imax - nur senn: no Fall 1. ZählergradNeungrad

Bip. = 0 lim- =

2- (-m)- Sall 2. ZählergradNeungrad

a
Bsp. 1 Zim exist. nicht!

n->

kivergiert ->D od. -)

BSP.
Fall 3. Zählergrad = Nennergrad

31 +4" ex Bsp. I lim=

Rechenregeln

Scheitelpunktform fiy = a(x -y)+ S

uIALU gedreht
↓

X Y Scheitelpunkt
ändert aber nichts .

Scheitelpunkt Xs= yS = X S einsetzen in Funktion
-

Linear fiy = m . x + 9

1 = M

Bestimmung von Geraden aus 2 Punkten

2 9 = Punkt in Funktion einsetzen

Quadratisch fiy= ax+ by + C

1 Gleichungssystem aufstellen & Lösen

Bestimmung von Parabeln aus 3 Punkten
1 Wenn Sgegeben : Sin S-punktform einsetzen

,
nach a umstellen

(Scheitelpunkt zählt dappelt

2 2 . gegebener Punkt einsetzen

p : y = x2 - 6x + &
Nullstellen-/Produktform allgemein fiy = a(X - x1)(X - xz)

(x-4)(x -2)



Taylorreihe Tangentengleichung/polynom Grad 1

1
. Ableitungen berechnen Pe(x) = f(xo) + f(x)(x - Xo)

↳ Ps = 3 mal Ableiten

2
. Auswertungsbereich = Xo in Ableitung einsetzen Trick bei eZ

3. Taylorpolynom zusammensetzen Formel anwenden der Exponent kann einfach

in die Taylorreihe eingefügt werden

4. Vereinfachen

eE = 1 + z +

z
↓

23
+...

[f(x) =

f(x0)
+
f(x)

· (x-x)+ (ex +Exon(x-x)O 1 !

Anzahl Trick bei cos(z)

L

KonvergenzbereichM /

-

1

-

2 ! 3 !

Ableitungen
↑ de an= der Exponent kann einfach

((k) in die Taylorreihe eingefügt werden

f(x)
= k !. ak 0 ! = 1

Z z2
O

cos(z) = +

2

+ 24 ...

Taylorreihe 1 ! = 1 0!

V + 1

Funktion an der

Stelle Xo Exponenten gerader Grad

Vorzeichen alternierend

Konvergenzbereich Bereich in der die Taylorreihe immer genauer wird
Ausserhalb : Egal wie hoch der Grad des Taylorpolynoms ist =

[-1 , 1] wird es immer genauer Trick bei Sin(z)
ausserhalb kann nicht angenähert
werden wenn Xo = G der Exponent kann einfach

in die Taylorreihe eingefügt werden

Konvergenzradius Sin(z) =+ 2
...

Quotientenkriterium 7 !

Exponenten ungerader Grad

Vorzeichen alternierend

Konvergenzradius Binomialreihe

ak 1
r = lim > 1 oder lich >1

kan+1 k
K

ak

Wichtig wie lautet die Frage :

was ist der Konvergenz-Radius ? nur muss ermittelt werden

Was ist der Konvergenz-Bereich ? die Randpunkte müssen Untersucht werden !

SXo-r
,

Xo + r) = Konvergenin

(- 1)k
+ 1 = Wenn K gerade = -1

= Wenn k ungerade = +1

Kürzen

(- 1)" =

Wenn K gerade = +1 hire
(k + 1) !

wenn k ungerade = - 1 k K !



-

letztes Glied des Taylorpolynoms Wo wird der
fehler abgeschätzt ?
-

1

St[0 , 1) Ry(1) = geschätzte Fehler

Es wird der

grösst mögliche f(1)=
Fehler gesucht
daher wird X = 1

genommen =0
.

0516 10 .

113

tazächlicher Fehler

Schritt 1 : Polynom als Summe schreiben um an ablesen zu können

↳ dazu betrachtet man das Polynom mit ihren Isolierten teilen

↳ x teil getrennt betrachtet von izienten Teil

0(x -0Eran-vo in Aufgabe a) ist vo E
weil das X nicht verschoben ist k=0

Schritt 2 : Wir wollen nun Au der Summe ermitteln

dazu muss ein Zusammenhang zwischen den X-Teil und dem

Koeffizienten-Teil gefunden werden !

pf(x) = 1x + 2x + 3x + 4x3 +...

↳ Der Zusammenhang ist hier also einfach ablesbar

↳ Der Koeffizient ist immer +1 des Exponenten des Summander.

↳) Daraus folgt ak =-+ 1

D

E k + 1(x - 0)k
k= 0 zu

ak

(- 1)k
+ 1 = Wenn K gerade = -1

= Wenn k ungerade = +1

an= (- 1)" =

Wenn K gerade = +1

wenn k ungerade = - 1



Integral allgemein




