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Um die Ableitung einer n-dimensionalen Funktion in

A. Parkell Ableten 4,A

fo=2z , fy=4y

Um die Niveaulinien einer Funktion zweier Variablen
f(x,y) einzuzeichnen, wird wie in folgendem Beispiel die
Gleichung mit@gleichgesetzt und nach y aufgelost:

einem einzigen Objekt zusammenzufassen, wird der
Gradient verwendet. Dabei werden alle partiellen
Ableitungen als Vektor zusammengefasst. Der
Gradienten-Vektor zeigt die Richtung des steilsten

2. Grodienten aulsiellen

_ (2=
N;(c) = {(x,y) € R?|f(x,y) = c} Anstiegs einer Funktion an der Stelle (x, ..., x,) an. Er Vimy) = <4y>
steht ausserdem orthogonal auf der Niveaulinie. (-5 ) Grodialen an emem
2422 =
x*+y*=c 0f\ Xz X Punkl  auswerten
O 0x,

e (- (32)

Merksatze

y=vc—x? Iidwes grad(f) =Vf = Xy=y

i3 RN 6.f
i _— X =
~ | Z—E, B T fxsee
A ~Z MIVNERN
P 1. ~ 7

Der Gradient sammelt alle partiellen Ableitungen.
Er zeigt bergauf.
Er steht senkrecht auf der Niveaulinie.

ham‘iqlebmc 2= ¥try 2= f(,qy)

Die Tangentialebene T an den Graphen der Funktion z = f(xl, y) im
Punkt (X[)7 Yo, f(X()7 yo)) ist: Tanau\kﬂalﬁﬁwuz wa  y=fm Y=‘{(h) of o0 -(#- %)

Durch das Einsetzen von beliebigen Werten fiir@wie z = f(xo, o) + (X0, ¥0) - (X — Xo) + (X0, ¥0) - (¥ — ¥o)
0,41,%2 ... kbnnen die Niveaulinien fiir die Werte an
den jeweiligen Werten bestimmt werden. A Ersle l«L"ﬂ‘“"J Lilden
. : L 4,4
Be\'\t\i\ﬂe X- Woordinwle. &k sehen 2. ?unkll an do dic Ebeme liegen soll einselaen

weh Y ermitleln

Ly Einsetzen ol r(I.A) _(‘ (114),-‘-\ {ZM)
el \6sbar 7 Wured | Nenner, log 5 Einselzen . £ y

________________________________________ 3. Al Welde ™ "YMJuJ»ia\—-ﬁ‘incku*J Cinsetzen
¢ Noadh umformen nedh vy Weidigehe, Punbibe
beachten 2.8 W' b 3] 20 l(

Volslellen ermtten 28 =t , ¥z -2
2¢x el Dos sk dam der DefiniFonsberries

Ausmulliphiziven

L ECinfadr w TR c'mae\uo

def Nivean - Linien TANGENTIALEBENE AN IMPLIZITE FLACHE
{(x,y.2) €R* If (x,y,2) = 0} fouve) =0
'K"C)“]'“"a“bl'"l‘“"a FeGoy) = 30) + Gy 0 =) | 2-t-ylz0

+ f;(X0,¥0)(z — 25) = 0

ben:  TunMbon f(z,y) =’y + ¢’
Gegeben ?::k\- P-@® Fe(0, 90, 20)(z — m0) + fy(20, Y0, 20) (¥ — 30) + f=(20, Y0, 20)(2 — 20) = 0

B 5N 5 .
?\(c\\‘v\nasv Ve 5= 618 \ ’D. F"& ‘.Q\ : Exokbe Anh.rw;}
A. ?Ec‘«\-wxasv;\&\or normieren  (EinhettsveWter) Tolales AR ' o 5
! ) o ) . I oh= }(r05,0%) - .r

. Das totale Differential beschreibt, wie sich der Funktionswert f(z, y) &ndert, ! (z2.4)
AA Lanae beredanen i vether wenn du ein kleines Stiick in - oder y-Richtung gehst. : o

fl=V/Pr®=5 Pl PE— Lyt

o = Jz(o, T + x, 1

A2 Einwelsvellor () von ¥ bilden m\-\\\l(n) 1.¢,A 0, Y0 y(Zo,Yo) Ay Andervry |

U=

E:G é) A. —’?o\rh:,“t. A\a\e'(\'w« bilden 4,4

“ofmq\&ﬂ‘"
2.  Grodienl 9F beredinen 2. Punk} P cinscreen Me mib Vasiabeh k

alles m\‘ Vons}anten

£:(1,2) = 4] [r0.2)=5]

|f:2my| |f:zz+2 | . .A Areanen
A y Y 2. 'D‘:-Cgtrmha\ bilden [2= 2-2-(en »’ (r-9)|
2. Punld 1w Gedienl emseleen 0
|vf(1,2):(2.1.q 1e+2-o):(4,5)| -%:—zu.y-z
q Skalarprodukt mit EV AekP (8 ,E) e 4. Amlerwa Gwselgen dr—01, dy=-02 R o2 toomddowdden
i ;;; ,_1;' '\'mamt'm\tken&
(45).<§ g>712+20732764 df =4(0.1) + 5(-02)] ~[o.4— | -[<08] :‘27’ !
B L . — e
optional Vergleich mik exoltter Funklonswerk 3[4y (aye)
“, M ke S.4 Purkt P wsh P4 im AnfMJ:-?mkl:m einsetzen -A
esSe. — Mavrairk |£(4.1)= AN, F(a.a,08)= o,;5|
fee fo Foo oy S 6. Wahre Differeny vilden a
Hf (iL', y) = Y Hf(m,ya Z) = fyz fw fyz Locarvay = 604¥s) = 4/At.
f yzx f Yy Fao Fu o 3. Vergleich -4

[coss- (408) = 0,05 = 40/05 | = Jhweidwy




Extremwertproblem  mit Nelenbedingungen ("'"3"""3"' Helhode. )

lmpli ales Ableiben

Bei einem Extremwertproblem der Zielfunktion F(x, y) mit
Nebenbedingung G(x, y) = 0 ist die Lagrange-Prinzipalfunktion (oder
Lagrange-Funktion) die Funktion

L0y, 0) = F(6,9) +2G000). 4 B (x,y)...

win ko mex arwd-\.

4. Nc\oen‘pd\nauna wem “3“6 nach O umslellen

2. Laamnqv. Funkhion asdsldlen

3. Laamnac-'-\:unklim D Erse Ableihasjen

3,4 v
4. “GLS Aufsle"u- mik  ershen Ableikwner =0

Ly ?.c.\c.ml- smd e Usurgm von Y,y,?
Ly Eralu- den Kntishen  Punk} |

. Erhollene Runiele 'n ZF Gwsdzen (Fom)

Ly Foll A A Wikirdwr =Pl Gralicshe Inferprebolion
Ly Fall 2: 2 Wakicche - Purldde f.ﬁ <f

mar
L5 Foll 3: 2L Keikishe—Puldle 7y ¢ B, < P <0 <Py

min Snﬂz\(:nﬁk Jobake mak
min & Max

Flay) wih dued  Giny) L«.s.&\rmu.
den nun Extremnem der Schnithpunide
if-u:: t;r werden Amn dic nemen  Globalen

A Gleichung nach Wl umsiellen
F(z,y) =0
2. Pankt prifen ot aul Funktion P(z0,y)
F(z0,y0) = 0
4A %, Packiele A\a\e:\w\am bilden 4.4

Tocrmel Cingsebzen

A\.\\C\\—V\v\am i

| dy

dz~ F, ax Y
5. Punltt  enselzen

dy _ Fy (%0, Y0)

dz P Fy(zmyo)

'?\e‘.\nevxro\q!- von Grenzen
Extremwertsie\len ermitleln 2D :
Normale Qz\\\tﬂc’(a¢ 2-Pim
A. A‘D\e.l\"mdfn 4 oeruud beredwen 5 P
Ly ¢ A //Gf(xv.y)dXdy:/ (/ f(X,y)dy) dx
' a c
{ \u 1A dnuwvpen b hne -
1. Ablei vjen ordwn | erechner Uma&""'l‘ ‘Egzhen-mac 2-Dim
5 4,4 (doprelt) o/ (6
2. Gradien) =0 sehen //G f(x,y)dxdy = /C /a f(x,y)dx | dy
L Gleidhunjssyshem l6sen
O T e e
Te Limpe dr Lo T Normole Rethenfole - Dim
je 2 prifenden  Punle
4. Pwlde n Werre - Makix cingeleen b f
Ly Punlt ols Bdinawa bei ZAUA’N'U -fd/edm f(:v,y, Z) dz | @y | de
Ly Punkke ™ Hewe ~Habix cinseleen (7,,4,4) 2 < €
Dederinante dor Halix ()= Deberminante Aovon6  Umadkehrten ?e:lum@'ac 4-Dim
S.
Ly 23
> Deke //Gf(Ky,Z)dXdde:/I(/d </bf(x,y,z)dx>dy>dz.
elecminanie e \'e \’a
Spenal {
/GD\ . @\ v 4 dusseres Tnfeqral
dacf pidt von® ' oder "y" obhiangi I
f SaMepunkh f j‘ fry) dy dx Bich? vonTy y Jig  sem
‘rfx >0 w<O a & ‘mneres Inl»eam\
\ \ dacf pon der Gusteren Variabel q!a‘n'c'ndm
lok. Hin ok Mox
Milhels  Bigewssrbe 784 el sl e leie
Integrationsreihenfolge Feste Variable Bewegte Variable
. Mec EW Posihv lk. ttn v
. Mo EW NcaARV k. HMax N JJ f(z,y)dydz iblib}iif}m y bewegt sich
o Wm Ax Postiv k A& ))ead'nl Satfelpunid fJ [] f(z,y) dzdy y bleibt fest x bewegt sich
« Wm A EW =0 Sondecfdll 7!




Flache unker der WKurve

’kzd'\‘-ec\dac. Geundfladie 5 59:.%\&“ {eny) =4
[ #@)ds -
A={(x,y)la<x<bc<y<d} : e .
Ty . /a ldz = b—a (Léange des Intervalls) //G1 dA :'ZEE)\
L. ‘ 2ollencoert von  Volumen
y‘l """ : ‘ i Volumen wnter der Tladhe = 2oklencsert von FlEche
- R et // f(z,y) dA dk = d«dy
Die Reenfole der |n\<a'“l< A
AMQ il atwa““ g / / 1dA = Flache(A)
4 Jedes emzelne \nl—earcd
Grondlighe,_guaden Tokimderen Diehke des Uohwmens e o i Damensir
A={(x,Da<x<bf(x)<y< } W N ic 2w
Y. y . /// f(:l:,y, Z) dV \V\"'{ar;¢rctd& -'F'W\k‘ion f(x...)
G

g

/ //G 1dV = Volumen(G)

Die .Roi\f\mc:\ac der \h‘-c.amk sk @ FuwWRonen acac\-am und v TR dorstellen
televonk , Grenzen anpassen ! "

________________________________________ T=20 -0, z—y+3=0
z
dy dx {0<x <A, X<y< W} A Jads nad y awbldsen
2 A do dv TR Geafird nnr fr) darselln kamo
y=x?
l:‘)
ﬁ«(ﬁ( Jl J‘ 4 AYJ, it '(-‘(x.y)=’\ y=2+2V1+z |, |y=2+3
i X=0  y= ot Flade s aJ«uJ\ 2 m TR als FuunkMonen defimieen
\\ > fl(x):=x+3
0 os 1 X
£2x):=2+2- [14x
Alx):=2-2- [1+x
Dic gegebenc Funldion e anaeioon |
4 dmen Wovbak xoAdw el vina"' e w:\f 1. m TR olle 3 Tunkhoren andeigen lasren
beshmmen 2.8 x:=0i5 des tanuen Inkey
wd
r ;;:_ '::‘I“ hmi,,::,.‘ h::a.u dx = innerer Tokegral
Touuion die Unbee Ernee do Tnbegtt (ales rowh ¥ uvacrl-r.lll-) )
W wmd ovelele dic dore fod = 22030 4+2 2.4 Gl elhomen [ Emyespamde Fade)
yl = wntee Grenge dy = wnerer I""‘a“\
W: obwve Grenze . (““gg nackh % wmaukm-)
3.  @ereche for dos ih::ug]nkau( Lerkmpe Soy)= yit3y-A
4. Sc\\r\;\’"?\mut onzeiqgen 6,4
O\X AY mt fy) =4
Flace i geesp)
di y=x2 {0<Y44 / Y"(K W 7 (36)
Tr{h‘) |
“‘ E 1,2) |
A 5] 4
Lr A A\( A\/ UBER QUADERFORMIGE GEBIETE I UBER FUNKTIONEN BEGRENZTES GEBIET
G={(x,y,2)lasx<bc<y<de<z<f} : {x,y,2)|la<x<b,gx) <y <h®),jxy) <z<kxy)}
N =0 Xz Y'- "
|
' o
|
|
Y= Qs . \
wu‘w. Gimee: Y= R pent 1o Yy fff — : ﬂ' [ 1y, pzayaz
Oboe  Greste y= xt ons  umpblle ‘r7_’- x %,y 2)dxdyds | ¢ 72 i)
Z frpas | -/ ( [ ( I f(x.y.z)dz)dy)dx
# sy alléine =£ (J’c <J;f(x'y'z)dx)dy)dz ! Reihenfolge ist relevant.
e b | eihenfolge ist relevant.
S(‘L“ v Reihenfolge irrelevant! |
Y= 7x42 !




Jo\gob'- - Malrix

=3 )9 ey
AcTany
det(J)=r = | ;z(qu

-fl%nh!) = (:) = (

xty
R -ain(2)

"le(homn
Vetor uesé\r'-d.-.cn

Pachidle l‘a\c:\-vmd 4,A
2 % ﬂ Y f4 3
J‘Zi fzy ;;- 2

Jg (xiyi2) =

" Gnem

xxy £ o
S'm(%)

)=

O xcosCe)

Trqns@rmhof\ von Warlesisch - zu  Polarsyslem

y' %" Trms(of"'"w wl

//fxy)dxdy I/frgb) rdr

Tmm@mukf %"
dg‘ermman\-o Jaecth - Halix

o f(x,y) ~ 1(r,0)
) G ~ G
@ Zusatzfaktor r im Integral

\nkaro\\ -Transformarion

Anaqnsslr werden missen -
A. Funklion
2. \v\‘ea«\-'lonraé'ld

2. Flichendement dx dy

//G fz,y) dz dy

\\\/

J[#t ) vt v)) - D

A VKarlesisdh 2z Polarkoordi nolen

2. lnkamkonsamen beslimmen

L? 2B 0¢ T & 2T {z‘il' it der Maximale blur)
Iy Rehenblge dor Talegal beactfen !

<'5. Delerminante oom  Jacobi - Halrix
L pue wemn n'o'{ia

G. ‘n‘zam\ aunsredinen
b
2% ‘n TR e'maém

2
J (rs- cos(/)- si.n(/))dr df’
0

0

K\-e‘.s-uﬁc\«-

2\/|'mder (V"\W"C"‘)

Gl —h? + & —0? <R = (R evte ®)
wobei (h, k) = Mittelpunkt des Kreises

Halbkreis: y > 0

R?: quadratische Radius

(\‘) r-cos(®) 0s T <R
Y

dx -dy =

o O O o

r-de-dé
q

T
|
|
|
|
|
|
|
|
- o (rrg ]
r-sn (@) 08 P <20 !
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

K a:‘ ( Volumen)

£llipse

o {(x,y,2)|x*+y?><R?a<z<h}
o zist Hohe des Zylinders

O )
o {ey)| SR+ 2 <7 <% b S?\)

o wobei(h,k) = Mlttelpunkt der Ellipse

o {(x,y2)|x*+y*+2z? <R%*}

o TR Wow nicth awisclen

groes Lk Wen Buchstaben unbercdaediea

dohy wwit omg D T

J (r3-cos() sm( ))dr dt dp

o aund b sind Hauptachsen

A*AY =

a-r-cos(¢) osrt <R
= br-em (@) 08 ¢ <2V

ob. - o\ro\¢

t:Sin (9)'('0:(¢)
| r- gin (e) . S]’\(¢)

X
2
t ¢ cos(6)

dxdq.dz = ¢t

0g¢ r &R
0s ¢ s 27
0s0 s T

.sin(0) .de- 46 .49

oMo R
\Ffjﬁ(rle,¢)-r.dr-ie-¢i¢

40 g-o =0

O it dec Winkel 2ur &-Adue
@ st Ao Winkd ‘m der xy-Ebese

dA =(rd6)(rsin 0 do)
=r?sinfd do

» dw= (71—;4 =sinfdf do




SC.V\W“ n avmaen (A&r\aae_mna oon Sé-u'-'\awaen

y(t) =A- Cos(“’t + ¢) bzw. .V(t) =A- sin(wt + ¢) A ol m}  Cosinne ausdriicken
o A: Amplitude
o w: Kreisfrequenz
° :: Phase K 2. Womplere Amplituden bilden
® {:Frequena Y = Ag cos(wt + o)
® T: Periode a(t) = 4@ = Adn@ = O
Komplere
w o4 1 2n sy ap it
= or T||"=F 7w W=z - < = 174 2. Al Uomplexe 2oh!  Sdireben

e? = cos(#) + isin(d) RADY

ua(mon‘ure‘\g Sd-\w'maw\d 2.4 Womplexe-2ahl Wonknet berechnen

|6—i7r/2 = cos(—7/2) + isin(—m/2) | |e’i”/2 =0—1 |

y(t) = A-sin(wt +6) | gee | y(t) = A - sin(wt + ¢)

29 Mk Amplitude  Hultiphtiersn = Komplexe Amplihade

sf) = s(¢+T)

Wean AL Fdtion nib ® de
28 fm= 1 dmen b L%

von Womplex 2w Reell

fwel WL R
ar, = 2Re(fr)

25 S(x) cor(kwx) dx br = —2Im(f)

Al =100 x (—i) = —100i
RedeBE fpaptr = = 1 i
i(wi+g) _ ;o
€' “t9) = cos(wt + ¢) + i sin(wt + B) 4. Vomplese Amplitwden addieren
y(t) = Acos(wt + 9) = Re(Ae™) L I L
z(t) _ Aei“'t |A(c) = (—1004) + (100 — 100v/3i) + (150)
G.A Real - und 1Ma:v-ilrki\< 2usommen{assen
. * Reale Teile: 100 + 150 = 250
S mus @ G,S"nus (Pmmc\'ﬂmd) « Imaginire Teile: —100i — 100v/37 = —i(100 + 100\/5) PR
o O oo
= |A("):250—i(100+100\/§)| . Q X# QXCH)
- Q
sin(wt + ¢) = cos (wt+ ¢ = ) TS T T
( ?) P 2 S. \Ahrzc\\mma 2w reaken Liswny IR
& &
SA  Amplituden (Sd—r-\a) P N
Signale 3 und y, mit derselben Frequenz, aber evtl. verschiedener Amplitude und Phase A=A = /(Re)? + (Tm)2 | |4= /2502 + [100(1 + V3)]? é 8 8 waj
5 5 5 el §
y1 = Ajcos(wt + ¢1), Yo = Ascos(wt + p2) 5.2 Phase ¥ (Winkel) g
_ Im ~100(1 + /3) é g
Y= a.rctan(—) = mctan<7> = +
y(t) = y1 + yz = Acos(wt + ) - :E
. , 6. Resullal Uomrdd aurgedrtickd g I
A=A + Ay 2 s
. , y(t) = |A¥)| cos(wt + arg(A o i
o= arg(Aleztpl + AQeupz) ( ) ‘ ‘ ( ( )) UEJ !
| y(t) = 370.3 cos(3¢ — 0.83) |(_ 0,83 = RAD) °
_-Fomr;g,- -Rewe Symmb\-f \ceﬂens&aﬂen
~~ Zusammenfassung
AeLSGn symmdﬁc Typ der Funktion Bedingung Symmetrie Fourier-Anteile
00 ——Ar—
ao ) Gerade f(=t) = f(t) Achsensymmetrisch nur-(bk =0)
s(t)y= =+ E (ak cos(kwt) + by sin(kwt))
2 k=1 — Ungerade f(=t) = —f(t) Punktsymmetrisch nuf Sinus (ai = 0)
KOI\SML 'P“"""‘Y'"""-"':‘ Keine Symmetrie - keine Sinus + Cosinus
y wngerde gerede
_________________ | I s(t) =t s(t) =8
I~ - =
Se ~ sin(z, S s(1) — £ St =t 324
Kog,ﬁ('bcn‘EU\ : Kome‘exf- TOfm ! 4 () ./,/ s(t) =t 3 ()5(1):3” 1
to+T | ) | ™ | i =0t s(t) = cos(t)
2 0 n Y | s(t) = sin(t)
ap = — s(t) dt V. 1 et . i ‘ () = cos(3)
T to V| fr= f/ s(t)e " dt -7 5(t) = sin2t) s(t) = cos(t) + 2
| to Ry s(t) = tsin(t) S(t) = cos(t) +
) to+T | = = s
ap = —/ s(t) cos(kwt) dt L
T to | s s(t)=t+1
R st = Y fue T
b = T s(t) sin(kwt) dt : e %Uﬁd‘\““d gusden Tec K Vorplex = K wd gurade
to | s(t) = tcos(t) X =x wnguede
Reriodisches  Signal : e~ inT — (-1)" j_w =l 4t
" 2
) .
|
I .
| .
|
[



Ziel der Fouriertransformation ist es, von einem Zeitsignal

auf das Amplitudenspektrum zu gelangen, bzw. die

Grundfrequenz und ihre ganzzahligen Vielfachen zu

ermitteln. (W\NWVW\’Ii

e Amplitude der £-ten Harmonischen ist:

a
o A0=?°

o) A£>O = \/af + b42
o A=[fil= /{Re()? + Im(f)?)
e Die Frequenz der k-ten Harmonischen ist:
o k*w
o (wobeiw = 271[)
o Komplex:L/L,ﬁ]rlvonObisN— 1
T/ 2n

DISKRETE FOURIER TRANSFORMATION — DFT

Die N Koeffizienten der komplexen DFT der Funktion f(x)
2mi
mit Periode 2w und Kreisfrequenz w = e Vv, sind:

KOMPLEX

| —

N-1
Nz _zm"’ = f = (for fur - f-1)

‘m

Rucktransformation:

REELED

b—zNi '(2””‘) k=01,.,N-1
l—Nk_Ofksm N ,(k=01,.., )

Rucktransformation:

N ungerade (N = 2M + 1):

y 2nlk 2nlk
+Zalc ( )+blsin( N )

=1

N|o

N gerade (N = 2M):

M-1
a, . (2mlk
fi = ?+ 2, a; cos( )+ b;sin (T)
ay 2nMk
+ > cos( N )
KOMPLEX = REELL
a, = 2Re(f)
b, = —2Im(f)
REELL = KOMPLEX
. Qg
o=
5 1 .
fis0 = E(az —iby)

"Iﬁ beredrnen '%QIS‘P'IL\ - Reell

| festlegen
Summe Uber k von 0 bis N - 1 bilden
Jeden Messwert fx mit e~ (-2mi - k | / N) multiplizieren

Alles addieren

o wnN =

Am Schluss durch N teilen Schritt 1:

Danach hast du einen komplexen Wert

k=0

Cosims (c) k Snus (by)

270

v '
1. |festlegen

20l "
2. Fiirjedesk ceos/simn  berechnen T 2
3. Mit fx multiplizieren -2
4. Alles aufsummieren e
5. Mit 2/ N multiplizieren 8o

S cos(22%) = fycos (T

Gegebenes Signal als Messwerte

fo=38, =3, f,=1, f3=1

Summe fiir % vollstandig ausschreiben

0) -+ fc08 BE) + fycos BE2) + 1y cos EE89)

cos(0) =1 Schritt Z: Jetzt f_k einsetzen und multiplizieren
™
cos(i):O =3.1+30+1-(-1)+1@
=2
cos(m) = =1
2
cos (377r> —@ Schritt : Vorfaktor N

[T

Law{'mhx

A wallen
uber W Summieren

k: 2elindes
5: anumu'm*'.x

‘r ¢ Messweed des Snamls

2um Zebpunki W
. Or-a\na\s-ang\

—

Das  Gleide VOFJLL% a"”- fir alle a,
for b, enfet mil  ginl

Endergebnis
a=1 b=1
i . wie Stk ul
Amplitude: ‘\\ A ‘“J 1
=V12+12=+2

%e‘. spr

N=4,

1
fo=7
\n‘erzr:\a\\on !
Glédhankel

A. a4

ie\ - Vomplex

f():'?’a f1:37 f2:17 f3:1

3
]. Z _272.7:1\‘:10
12 Tre
k=0

(f _2“‘0;10—|—f13_2"i¥ +f2e—2wig;i)+fze—2ﬁi¥)
~ 1
fozl(fo'1+f1'1+f2'1+f:;'1)

Jetzt fk einsetzen

-1
fo=7@1+30+1-0+1-@)

L’ L ‘s ‘mmer O}
3"“‘ ket Informalion wnd isb Reine S;\numaou

Jede Raafwna bekraditen
b a,,b% A bae

2.

3.  Enkscheden, ob dic Trequent  vorlommi
Lba=:=0 k v=o0

Ly mindestens ener ungle 0!

4.

Amplitude  der Frequent berechnen

S.  Ack der Se&\w'maml bestimmen

e al#0,b_1=0
- reiner Cosinus

e al=0b_l20
- reiner Sinus

« alzO0undb_l0
- Cosinus mit Phasenverschiebung

2) /i schritt fiir Schritt laulindee &

A Jfl _ }I(foefm%'; fle’zmltﬁr f2e—27ri%"+ f3e’27'i§\3

Jetzt die Winkel vereinfachen

*27’0 =0 ;1 i-0 —i1 —ir —i%
4 1 111(1’"0"' + fie i+ fre T+ fyeT')
1 T
=3 Jetzt jedes ¢ einzeln in Cosinus und Sinus umwandeln
L R L
,2,,71 =—rx e’ = cos(0) + isin(6)
T Erstes Glied
oS = 5T
4 2
“A € = cos(0) + isin(0) = 1 +i-0 =1
1 ] ]
flz’(fud*fl‘(*l)*fz (=Dt Sy )
;1 . .
S f*1(3 1+3-(—i)+1-(=1)+1-4)
1
(2 2i)

¢ { @ =2Re(f) b =2 Im(f)




Harmonische Schwingung: y(t) = Asin(wt + @)

Definitionen A._ “6\“- Au' A\AS‘"\‘K\M\J

15 y(t) = Asin(wt + @)
Amplitude A w=2nf T=1

mit: Amplitude A, Frequenz f, Kreisfrequenz w,
Periode T, Phase ¢

= wie Sdmdl dic S:\nn'mawa sk

T= 26b¢ fur enc ool Sc\nw'mauna
0.0 ; :

Startphase ¢

—05 q =

Wi g S&dmaw- o Pro S&unde

Auslenkung y(t)

V;rsg\\ie.\;un(] der Sc\-\w'mJun(’ en”a-a de 2eitadse

Ly Poskve Phase = Versdi nach  links
N.a.]w; Plore = Vu‘!é-ic.\;w-J neds  reddr

Periode T
0 1 2
Zeit t

Mmda"a m+ TR Ausaa\.-w.

Fur ganzzahliges k gilt immer: BERECHNUNG FOURIERREIHE
' als Funmldion W TR definieren 1. Ermitteln der relevanten Grossen
Sin(kﬂ') =0 wnd dic gmzemen U wele ciwdre a. T:Periodenlinge
b. f:l Frequenz in Hz
cos(km) = (—1)F o
— T— 2- (2- k- cos(k- m)- 7t+(k2 . n2—2)' sin(k- n)) ¢ .
A. Ginus lerme eliminieren Ay = ﬂ(k) = d. s(t): periodisches Signal
(k*7® — 2)sin(kr) = O k3 ‘T i. ?(‘? =st+T)
—— f](]) K=A . B e. Symmetrieeigenschaften
0 . u\'hau W ewmretten f.  Berechnung der Koeffizienten
2. (Ab\"\a(n Term  veremfaduen fI(Z) k=L g. Ermitteln der Fourierreihe
2-2k Cos(kﬂ-)ﬂ- ~ | 4k cos(km)m| = |4cos(kn)
k3w k3 k2
. A Symmc frie exWemen
Gr cof 3} aanzachiaen k awwenden .
3. Rl forocor wih genery 2. Periodenlonge (T) beshimmen
4(-1)* 3. (el Lelegen

k2 I,JWA\I)

Y. Raulion (‘ct\"fdtn (O\V"«hara Ve
S. Rerctmen der Wo cflzenten

Komplexe Zallen

Kartesische Form —> Polarform

Polarform —> Harkesische Form

2= atbt —> 2= r-[cos(().—is'.n(w)]
A (Se.\-ma ¢ berechnen
Ly v=1al={ctnt
2. Winkel berechnen
Lole= hn"(%) + k- AP0

3. In Polarform notieren
4. S?u\a\w\ cein Imaginac

s 2= 4bi | 2= ~bi  Imagmire Achse (y-Adn)
0° 2

! Torme nicht ancsends

z:r-[cos{'f) v z'sm(w)]—>z=ou\>'z
A COS('() wnd $'M(V) berechnen
LS Taschenrechne
2. Teel-und Im;'mirk\ beslimmen °
L oa= r.cos(®) , b= r.sin(¢)
3. In Karlesisdher Torm nolieren

kartesische Form Polarform Eulersche Form

Addition / Subteidion
Nur i WRarlesischer Form Y

Polenzen

‘,(on'sul'\ed

Chae Winkel - Best

L) 2z o
TReelle  Achse (’-Ae'qn)

o.

¢ 2T
Ao0°

29 = r?e%? T—reir=re ¥

Eu\ergkc Form

2eve s [cos(¢) + i sm(<)] Malkiplikation
A'M‘!hbﬂ / SnHmk\\on Z1Zp = n rze’ (p1+92)
Nur in WKarlesischer TormV Divigion
Polenzen "‘0“3“3‘“ 2 a_n (@ow

Zn — rn elncp

Z=rel¥v=re'?

22 )

z=a+Bi = A-cos(¢p) + AHsin(@) i = |z|e'®
o A=|z| =./Re(2)? + Im(z)?

e ¢ = arg(z) = arctan (Z) (£m)

24)  WorreWhurparameler K beshimmen z=atbi | z=rlcosl) tidn(e) | z=re’ {
Vorze awnd b b e a=r cos(yp) r=lzl =V@+ 0, @=arctan(?)+A (®)
W\ won M‘ ° B t a U
um den Quadranten 2u bestimmen b= rsin(y) mit A = 00, zfnl oder 4. Quadrant e
180°, zin 2. oder 3. Quadrant arctan (2) +7 (a<0,b>0)
A. Quadrony = k=0 . [
2. Guadrant —> k= 4 Eulecsche Form arg(a+ib) = § @rctan(3) =7 (a<0.6<0)
_ = z =0,b>0)
o Quadron} — k= 4 ¢ . 2 (a
= = €|cos + 2 sSn(X (a=0,b<0)
4. Quadron} —> k= 2 2=veC [cos(e) ()] undefiniert  (a= b= 0)



Dif (evential a\cic.»\\ma

Lineosr A. Oramuma - I"“°'"°62

a\/'-f by = a(x)
A. Wmskellen  ( Storbwiddion am)

y'-2y= & Y@ =0
'\
2. “omacm. Dél lSsen‘m'.\r A-nulra)

2.A  Ansalz n DAL cnsetzen
MeeM -2ceM = 0
(Ae-2)eM =0

N =2

2.2 HRomogene Liswy rolieren J

Yo = c-e®®

1. Spedle LBsm\a beslimmen
g0 = x>
y= atibeic

2.4 Asalz in DAL ensezen

('Lax+5) -2(af+ brec) = 4R
3.2 Glhedern

 (-2a-y) + x(2a-)* (b-2¢) =0
313 Gleidwngssystem  Lisen

az-1 ;| bz -7, c=-A
1.4 \n  Ansalz cinsetzen

Vs = -Lrt-2x-4A

4, A\\aemm. Liswa bestimmen

Y= € e-mx
£ 2l vor y
y' -2y =0

Eulin‘]w\a ok
das Wonshanke vor

y' mws A sem !

I neh  Afd
Uon a(1), wicd
v andver
Aasolz a“"“‘“’ '
-
FallA:_ c# - T Y
Tl 2: ¢ = -a

Lineos 2. Oerw\a - Hmael

y + 0\7" + by lo
A Chm’n\k‘uis“:sét-G\e‘«c\\w‘a lésen

Y“ + GA‘/I + Yo, =O

Aae
(R4 a X+ Ma)- ™ =0

Ax
( N+ al+ a,) e = 0
—
davon mussen
dic  Nulislellen
ermibell  eerden

aclve = reell
¢So\\&.- kowmplex

2. Die 2 Arten von L;,Magn

9.A  Ewnfeche reelle  Nullstellen

Yo= Co-e™t y G oMt

22  Doppe reelle Naullstelle

Yv = (C4 * xCL) 'c,x‘-':x

23  Emfache Komplexe Nullsiellen

Vﬁﬁ" Wowrplex
(w +#5)% 2 a‘isx
e .

A, Reelle 2. Reele
‘509‘\)\'65"\'3 %5"\55“'3
Moo= 2% 3

Exponentio\  Ansola Regel

C bulimmen wem AR wrhanden
s.A Angmasld}uama n ys énsdeen

y) = c-e¥°-2¢-2.0-4 =0
= C'A~0=-0-A=
= € -A
c= A

AA-‘V\K&I- Ist & AB als y(x) aeac\vcn

0de  duen As\c.\wd‘!
\lltf) = mk:“;o\c\'\

a\\amc‘.m— LGSNJ

| Storfunktion g()

| Zugehoriger Ansatz fiir y,(x) ‘

asin(mx) + bcos(mx)

a (const) b (const)

ag+ a1z + ...+ ap,x™ | bg+b1x 4 ...+ D™ K Vel
ae® be

asin(max)

bcos(mx) csin(mz) + dcos(mx) K veges

L % wwlfipltieren

(-,,L dar Skirylid 4y 4l do llomoguen Lésuy g0

wicd  dit oandel Toadellk vewendet !

U‘Buua = mil

Yo = e [g- ein(IBi%)+ C, cos (1Bi%) ]

Y = e“‘[Q hin Cze-no]

Es lbam von B der
M‘a 18l genommen werden
dn der acyafive  Ankl
W dit Wwshomle €
ﬁkrag\m.n warde

Storfunktion g(x)

Losungsansatz y,

g(z) = Za,.r’ mit a; € R

zPy(xz) falls a#0,b=0

N P,(x) falls b#0
Y =
2?Py(z) falls a=b=0

i=0

g(z) = Be® mit B,ce R

c keine Losung von A2 +a\+b =0

yp = Ae” mit A€ R

¢ einfache Losung von A2+ a\ +b =0

yp = Aze” mit A€ R

¢ zweifache Losung von A2 +a\ +b =0

yp = Az?e* mit A€ R

g(x) = Cysin(fBz) + Cy cos(fx)
mit C1,Cs € R

i3 keine Losung von \? +a\ +b =0
yp = Asin(fz) + B cos(fzx)

oder y, = Csin(fz + ¢)

i3 Lésung von \? +aX+b= 0
v = 2(Asin(Bz) + B cos(5))

oder y, = Casin(Bz + )

mit A, B,C,5,p € R




Lineor 2. Oeruma - \n\.omoaen_

Exponenkal  Anzalz Regen Trigo Ansede Reyd
, LiB* Mo
CE MF A D Kein Problem
2. Enlsyrc.c\\em\en Ansale -(:'«' J® waben  f------me e DL
C2 N, oder M\ a6 = cos (3x) p=3
2.A Ab\eil-uqm des Angalzes Dies fikel 2zu & 3-8 = Mg
- 4x a A.c‘x
o wn k]
y= Aetx Ysl T cfAek‘ Y:“ = A‘Az(‘x ___________________________
21 A\a‘ﬁ\'v\naen wm DAL einscteen mi 86‘) C_é )\4& A2

Ansokz it & mulliphigieren

A Homoavl- LSsund bestivmen

Sohets » 2(uhew) —ALALY) = Be

Die vektorwertige Funktion'y = €** - ¢ ist genau dann eine Lésung
des homogenen Systems

e AP e e b

y = Ay,
wenn X\ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor c ist.

2.3 %w.z,i e,“l- Lssun nolieren :'be‘, Aoﬂ'—“e'" )\ wnd |‘m¢argr-AU'\3'ﬁiﬂm:' 1, E, = Emkalmalin
T EV=|:A —A-A{I ! des Eigenvddor komwh e gum Problem: 1y
3 Ys- fc o Z‘-‘M ) LSsuwas‘V‘S"h"- (u 0 31]

. Mlaemene Lasun ! = V=
gemen N U (A E) = Ve
R .

I
|
' Sysleme won DAL -homogen ' solvelf 1 4[-1-|1 Of}.|wl|=2| ] w2
Lmearc ySiem J : -1 3 0 1l w2l |1
|
y, Y v . (y|) A,(a;‘ a;n) : solVe( 0 1}. [W] =[1},W],W2) mit \=0
yn an .. am | 0 0f |w2] (O
: wl=cl and w2=1
:
|
|
|
|
|

demnod, Swd E'\amwer\c. & E‘»aenvddoan 24 bestimmen g
Ac\\\'wd'- Komplece & Doppelke Eiaenka Snd miv'audq
EV b‘ EW 5)0\‘\ \Aomka

o B=gE 10 he 42
y(x) = eMec = X’ &v

zi(X) = Re(ec)= e**(acos(vx) — bsin(vx))
z(x) = Im(e**c) = e**(asin(vx) + bcos(vx))

Es wik owr A Ei envellor lnmahal
s Eigondor bessbyl
der 2weite EV enthill kene newen nfos |

A HMabiir A erstellen
2. Eigenwede der Mokix A beredanen
k> e.'\aV\ 18,4
det(A — I[,A) = 0
3. Eiamw.k\oren der Malfix A beredinen
L e'-aVc +,8,§
A E‘laeﬂVdAi'or wmsdhresben

0.23442% \ v= o % 1b
-0, 443244 3

(mmm +08)\ . (z 43 0)
0@ 0)\uHA £ (0) -4

7. 2wer cele LBstm bouen

(3.4) E'.avaor Skalieren

n

v

v

Ly [-0,30T40F OF0F4ot A [-4 A
0 (o) = o O

344 Wiewste Uomponeste anf A4 Sualeren gome EV mit

7
LV = (OFEEST)  sgue (o svassar <4 x )= & (I )
=¥ =\0,5313502}

o [ (2): enlee) - () sntad]
4. ?mrvmd von EV K EW becirckgicdhtigen

E o™ [ (;) sn(2x) % (-"A)' cos (1*)]
(099 - () | e 165 o(0s))
¢ (i) e (88

3, A\\ao.me'mc. Lisny nolieren

hnung U Yn
5. Berechnu 1 on E}amwd\o .

E’,zg,‘vd«’co«a = EV"
KD\'\S"M"C'\ = Cp

AnX
\/n= Ch ‘ Evn ©

Y= C,Z) x C2(0

2 28n (29
yz €& (sf:s(ff‘)) v Gt (-cos (20

6. No“crun& der \mmoaentn Lb‘mna
|Y».= Yat Yz Yn |




Lineore Sysle.mv. von '.'DGL-'m\\omoae.n

y'(z) = Ay(z) + b(z)

“ornoame: Syskem  lasen

Lineare Sys‘mt von  DGL -homogen

2. Ansale der Stocfunldion cwihlen

A\,'\ei\-vmaen nokieren
L 4.4
(78 A!a\t‘-\-undm in Tunbonen einseclzen

Glei d-\\nv-‘] SSYS“CM |ésen
L 3,34
A“aumc‘-m_ LSsou nolieren

y(@) = yn(x) + ys(x)

T

Y =2y1— 2 +3e
Yp=—t1+2y2—e

&

Reispiel:
(% -4 _ (3
A- (_4 ‘L) b = (_4

XA:S ] )\'L=A IEV4= -

-
), e ()

IR

Yo = C.\' (-44)' e

+ G (:) .eX

Ex?ontw(’-c.“cf Ansada

a\ -X
(u) ¢ /

2- ‘.)A e'x

2.

3.

- ba et = b e
-b'l g"‘:

e* karzen
=by = 2by

(.|
~Aby

5. |
¥s = (—04) e«

6. Y = C/\'(-A/\)'es*_\. Cz-(ﬂ)'ex

-by +3
Yo -4

“51 =

x 4 2%

'4‘&4\ e" + 'L‘Jze_" _e-K

b4= -4

b= 0

+ (3)e

A.

1.

K

Anfanas\u&ivxau_na enselzen

-0 (@)1 (e [o-g] 3,
ollgemene “Ohoat.m- sy NG

y(o) = &r ale x=0

Y(o) = (2) an(:andswerh. ya=© ya=A

x—voefl' ‘™ a“auvmng Ls.tu.»y enpelzon

. _§z 0
(O)'(["ﬁ-eﬁ © ke
e .
a0 g T
0= C-$2-4 } (- NT-A
As Ca-4-A FooG4A
0= {z(c4-¢,p)
A= Cut+Cq
Eohollener  GLS  I5sen 2,34
0= Yz (cy-C “
1-Cz) =3 1 G 11
4= C4I-C-L

C“ " ag“atmfmk L'GS\A-J emseleen

1 (V2 vae [ L (—V2) vas
y72(\()€ +2(I/_>e

~

»

Lai“(]—a'at\“nl Dau gv.sud.lr (homam)

A. Joerm Ao Losuny erkennen

Enfache  veell_  Nullslellen
Dopgelie ceelle  Nullstelle

A=a

Amc”-: A=a

Einfache  komplexe Nullslellen

[y =sin(bz) oder y= cos(bz)] A = +bi

2. TPassende X definieren

e Tgbt A =~—1
ze?* gibt A = 2 doppelt
sin(3z) gibt A = +3i

y=eT p=e

7. Charalkterishsdses Polynom  bauen
(Aia)z (A= B)(x+bi) = N -0 A+1)(A+2)
(A
G. Ansmullipliziecen
) 33
S. ?o\s/nom 1 DGL Gbersetaen

Y+ 3y +2y=0

Laiva_a'al\uﬂ: D@L atsuc“— ('m"\omoam)

“oweauu- Y6l aumiin oben Losen

|y(z) =Cle ® + Coe® +2® + 1| lyh:C:e’z‘JrCzeZ‘I I % :x“rll I Y —4y =0 I

Sye‘ud\v_ Lb‘cumJ ob\eiken

"

|yP:x3+1, o = 322, yp:ﬁ;tl

\n “ow-oauu. Uisund elanl zen
62 — 4(a® + 1)
Avsmulhiplitieren 33

g(z) = —4a® + 6x — 4



'D‘la\efcnlfb\alﬁdmn(] daL A Oran\J und Typ beskimmen
Riduborgplelder = 7 L e e oy
. N aflcreﬂ
L7 WF('L\;&\J"“ :o,)’o Sind de eben Q. Lasumas'cvmulon ownfstellen
20 Qi Srdgunq o diesem Pald: S. Pl gerben, Anforasbekinauy einsele
. . . . nung & en
ermtdl wed w Gin '@-F tlv\adro\am werden um a:anghnkn ['LJ; 2w T,ﬁ’khnm
Sc‘aac'nerbarc DGL .
/__/N::y m::k; No‘o.\-‘iwcﬂ
L = 2Ny kom —
y’ (x) = S(f) -a(y) A Or&nvwa 2. Ordnung
,\ ) o »n = 5
A. [{;) / a(‘/) wnd ‘IZ’ dentifizeren und n dic Tom Br?nam y S y *
Y= 0= fw g
dx (7 A d"'\’
7. "\I'_rmm«d der  Vodiokeln ¥y 'E:’- = 2 s = 3x
dy
> 5(—Y)znc(;()-o\x )'/ = 3 Y = 3x
3. \ol-earakon der beiden Seilen der Gleid-m:J (.(‘a“s m&a\::\v\)
dy
ji@ = jftﬂ -dx
0%z
4. A\A“BSU\ aoch y (Q\\s mﬁa\::\'\) 920t = ‘Ex("lY)
(S.A) Anttxvxas‘\bto\'l'\auﬂd NG  Qinselzen
2
|_> nach der WUonslante £ umskellen gz ‘Cfﬁ“'y)
xr
(52) € wieder in & easelzen
hulonome. DGL= Spetidle Torm dec Separierbacen DAL
y'(f) = e - g
——
=A
Lineare DAL (y-Komponenlen kein Exponent >2) Lssmwysforme] homogen
Y - K ), c-?(r)
Y'e) + §ea) -y = g3 2 &) = © —» homogen - ¢ -¥x) e
—— Yh— e J‘ ® Feo)
Shsrghed Ky = | §9-¢ .dx

a(i) +0 > inhomoaen

A $ex) ‘(a(#) 1dentifiziecen und in die chige Form
bengen L'asw\J!‘-‘ormc\ for inhomogenes  Lincaces - DAL 4. od-md

¢ sk pichk n der
-F )¢ Fre)+e Tocmel enthalten coa)
y= e o a(i)' e - dx e s Wik,

2. beslimmmd von ¥

3. \-\omoaen odec ‘m\nomoam?

4. In die enksprechende Formel e‘mG'iaen
li b :
S. lnLcar'-eren wenn |n‘lomoa¢n Grenzwert il /() Funktion f(x) Umformung
. 0
(6) A& e\hS‘d’étf\ wenn  vochanden 0 > g\r) entfallt
X h(z)
/ .
4 uo(,,‘a\ ;‘”(,) 0-nc g(z) - h(z) 9\x)
- 4”” W (AM‘[O""‘“'\(] SOAW »{IH’P"‘“l %
X =X J antwendGI’ woden Wann.
= ) A 1
p ) Fen | | von e L= |V 9(z) — h(z) hz)
im —_— i ——
X =y, 4) »[/m 1ex) ode nash G 9(=)-hi
e a X ~> xg J o
l|\>\‘|.l\ '/[ll‘ I ”,' 1

(.S'qun“w 2 e .if‘—)
o + oo



Fourier Trov\s-c:rma\im N Anm\‘\ a‘"“”""— %'aano&lwd{'c

KOMf\'.X!_ ~-Form ’Ru\\k = Form
N—1
N—1 fx = % + Z (amcos <727rl</(m> + bmsin (2%/(/(/77))
’f o 1 Z f e—Zzikm m=1
TN k=0 ) 2 = 2 k
am = Nkaco M 1=0,1,2,... . N—1)
2us~nmm\m’\a Reell wnd Wwv»pltx
2 = 27rkm
) . bn = — fy sin (I=1,2,...,N—1
h="2 Fo= Nam—ibm) (M=1,2,...,N—1) K NZ )
2
O = 2 Re(fm) Es mur witusdieden  wodem  ob
bm = -1: Im (fm) Y] «am\&o. odw uuder-b. ol

Gleichung : ax® + br + ¢ =0 . Pl'wercnbcl\ l&&b\@eﬁ

DGL 7. Ordouef ™ Cesomt &lo
. . —b+ Vb — 4dac - P‘ Zieh- Funkh () hesamsbinden
Ergebnis: xy jp = — SY'd'w u!'m'QALM ¥ Gegoen: Q\Z‘c&\tlxcj mit. Aedungn der Tuniben Y0 — sy dhnidhe BCL
V/
Ya= '
Yo = ¥ =
Y'-‘ = yll
el % exphizile Dorskll
e WLD) . o Ay Imp\kwﬁ DUFBH\‘“/&

M,/ um/fﬁ
_Exf/@nar = f:,,v,ﬁﬁ, /,.M/M/

Globales Maximum

Lohotts Mo ;

f' (xg) = 0 (xg ist Nullstelle der Ableitung)

Lokales Maximum

f" (xg) < 0(Graph ist rechtsgekriimmt) Lokales Maxi
OKales vVlaximum

Wales Mnimwmn: tlonn foy= 0
f" (xg) = 0 (xg ist Nullstelle der Ableitung) > kein M!

‘Lokales Minimum

f" (xg) > 0 (Graph ist linksgekrimmt)
“reletiyes®

“Globales Minimum
Absohfes”

S g )

Definitionsbereich

oacdepakt: Y i

f"(xo) = 0und zusétzlich fou) > O —> Rechts-Links 0 f,(Ya) =0
fox) <0 —» dinks -Fekfs

F"(xo) # 0 _— f"(x0) = 0 und zusétzlich

F"(x0) #0



Exakte Form Dezimalwert

V2 1.41421 Exakte Form Dezimalwert
V3 1.73205 1/vV2 0.70711
NG 2.23607 1/V3 0.57735
V6 2.44949
2/3 0.81650
VT 2.64575
1/V5 0.44721
22 2.82843
3/5 0.77460
V10 316228

Tricwk - 2ol ins Auadral

(Awz0s)* =3 aw ik A28 =37

Exakte Form Dezimalwert
V2/2 0.70711
V3/2 0.86603
V5/2 111803
2/V3 115470

qu:c\\g LBSM'\J ener \n\\moatﬂm DaL

A. a(i\) = ¢t ?o\ynoM-AnS‘Ah
Yuktky:x"' bo-x® & byt v bt

7. Ansoly  nady % gdleden
Ys= be + bax + bt

Y = 2huk 4 ba
Yi- th

7. ASlclumin 14 DAL
2oy F4(bot bixrbest) = &
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