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Oyetfen = -
o Die Addition: Fiir alle Vektoren @ und b in V ist der Vektor @ + b wieder in V.

* Die skalare Multiplikation: Fiir alle Vektoren a ¢
Vektor Ad wieder in V.

/ und alle Skalare A € R ist

a, b, @

r sollen fiir alle Vektoren

1. Kommutativitt fiir die Addition: G+b=b+a firalledbeV.

2. Assoziativitat fiir die Addition: @+ (5+ &) = (@ +b) + & fiir alle @5,

lobje 2 5
3. Existenz des Neutralelements der Addition 0: d+0=a firalledeV.
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5. Distributivi Ma+0b) =Ad+\b firalle A€ Rund alle @5 € V.

6. Distributivi (A+ )@ = A+ pid@ fiiv alle A, € R und alle @ € V.

Assoziativitét fiir dic Multiplikation:
@) = (Ap)d fiir alle A, u € R und alle @ € V.

8. Die reelle Zahl 1 ist das der skalaren iplikatic

1-d=d firalledeV.
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ws V' und alle Skalare A, p aus R folgende acht Re-

v Elemente: zu jedem @ € V' gibt cs genau ein entgege
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Unterraum (oder Untervektorraum) von V.

Definition 1.2.1. Es sei V ein Vektorraum und U eine nichtleere Teilmenge von V. Tst U
ein Vektorraum beziiglich der Addition und der skalaren Multiplikation in V, so ist U ein
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Definition 1.2.3. Sei V ein Vektorraum und seien @, ...,

kombinationen der Vektoren i, ..., ¥, ist:
Lin(@y, ..., ) = {F € V|# = M@ + ... + AaFp, mit Ar,..., Ay € R}
und heisst lineare Hiille (auch der Spann) der Vektoren @, ..., #,. Man sagt auch,

Vektoren i, ..., ¥, die Menge Lin(#
cin Erzeugendensystem von Lin(#

#,) erzeugen, oder dass die Vektoren 7
') bilden.
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Lineore Asbi ‘Avm‘]

(i) f(a+3%)=f(x)+f(%)

fiir alle x1,% € V

(i) f(A%1) = AMf(%1) fiir alle x; € V und alle A € R

(i) = (v+)
wemn bede  Dedinquaen (v ,4) ecfillh sind,
doam it £ eme limeare ALLiHu-'-}

s BEine linear k‘:b‘.lJou:
_ el die Shruddur des  Vddorraums
._“vwfcnn&“ den Raum  malthemalisdh Uorreleh

F(M% + AoR) = Aif(X1) + Aof (%)
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W Lineare Abbildungen:
o f(z)=2z
o flz,y) = (z

Keine lineare Abbildung:

e f(z) = x + 1 (wegen der +1!)
v,z —y)

+ f(z) =sin(z)
e f(z) =2*

Fiir jede lineare Abbildung f : V — W gilt:

o f(—x) = —f(x), fiir alle X € V. Das Bild des
entgegengesetzten Vektors —X zum Vektor X ist immer gleich
dem entgegengesetzten Element zu dem Bild des Vektors X.

« f(A) = AT (Transponieren)

+ f(p(z)) = p'(z) (Ableitung von Polynomen)

o f(Ov) = Ow, der Nullvektor Oy in V wird immer in den
Nullvektor Oy in W abgebildet.
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Situation

Formel Matrixoperation
Zeilenweise addieren
Skalarmultiplikation

Kombination

Matrixprodukt (A rechts!)

Inverse berechnen ]

Bijektiv?

Oder GauB: Rang = n

A—“acm‘m Eﬂd’u" far Eijcns&mum

foo: A% , g=bF

AJo\I\ion
(§49)-(x) = (A+B)- (%)

ALb‘-MwAasmo&riun Ak, B nebenerondes [

]
1
[}
: Ly Ar® = addibton
[}
1
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Satz 2.3.3.
Sei dim(V) = dim(W) = nund f : V — W eine lineare Abbildung
mit der n x n Darstellungsmatrix A.
o Die folgenden Aquivalenzen gelten:
f ist bijektiv < Ker(f) = {0y} und Im(f) = W
< rang(A)=n
A ist invertierbar

det(A) #0

S
&
o Ist die lineare Abbildung f bijektiv, dann ist die

Umkehrabbildung £~ : W — V linear und bijektiv. Die
Darstellungsmatrix von f~1 ist A~%, die Inverse zu A.
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Eigenschaft Bedeutung

/. Dimensionen prisfen (usme 4 BB verkeHel worden?)
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o 1 -1 10 1 -1 1]0 10 2
o/ = \o -1 —1j0/ = \o 1 1]0) 7 \0 11

2= A mit A\ € R. Die Lisung ist dann

)

Die Lisungsmenge des Systems lautet somit.
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1
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Satz 1.2.2. Seien Uy, ..., Uy Unterriume eines Vektorraumes V/, dann ist der Durchschnitt
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A 0 = cinkel

Orl-\waamlu?l‘)dd'm\ im Roum auf Ebere

Operator

Tilustration Images of e, €2, €5

Standard Matrix

onto

Orthogonal projection
lane

T(e,) =T7(1,0,0)=(1,0,0)

Trw—Tm 0,1)=(0,0,0)

Orthogonal projet

onto the xz-plane o
T(x,y,2) = (x,0,2)

ction

nmfmoo— 1,0,0)
T

Q) Orthogenule Pyekfion on y
> Sondatdmdri: [o ;J]

__Dr;hmu ‘tm ukrau"l,-nim mil negliven Whinke|

(Drdwnt um Adise im  Raum

Operator

Hlustration Rotation Equations ‘Standard Matrix

@Avrreo(nm »_/%’;r
oP = [o 1 i[-;/ ‘/] _l

Orthogonal proje

onto the yz-plane Y&
T(x.y.9)= 0,52

ction

Tte\y—T(DD =001

Counterclockwise
rotation about the
positive x-axis through
an angle 8

cos8 — zsin@
ws = ysinb +zcos

10 0
0 coso —sing
0 sing  cosé

.2

B Sie die D:
A(1;-1), B(2;—1), C(2;1) und D(1;1)

1 1i

Counterclockwise
rotation about the
positive y-a

anangles Y’

s through

cos6 +zsin6 cosé 0 sing
o 1 0

xsin6+2zcos8 || —sing 0 cosé

Streckung um den Faktor k = 2 léings der a-Achse.

Counterclockwise

’ @ Sl m//x orfs doer il sy
k o z o L 0 0 1
. . Ebere g —> A= ]
A!“‘-l‘- Wﬁ;/ 5‘0&&‘7 [Led [
fr— Elfect on e Standard @ obek )
Operaior T, ) = e, 3) Unie Square Marts Ofsvehlor Tu Hel7/X
onees,.
#difectic ": v,ti‘ 2 '*"ag‘_lﬁ;‘L e = - > = w2 2 1 1 rix nach folgenden 2-di len O
e = it L,g%—”-. i;:; b EX A=l Pl o =(ﬁ RAXOD)=|-1111 Spiegelung an der Geraden y — 21 — 0, gefolg. von ciner Drelung um den Winkel 60°
k=< =00 *.0) -
AR 4 ] @ e /wy (oie Bp.1)
Bt = @) Auvsrednen 7
i o B = 2 1 51 3"
k> 1 bo C 2 oo e
*>1 @0 ) AM =[g 3]. [j’ 3% 5\4 3
esraion Effet on the Standard
Operator TG, 3) = e ky) Unit Square Matrix 2 o o 1] @ D/% @ AV J/W
Compression in the g e .0k | s =4 . ” / z 1
S A e v e shocudnox: (AHE
©O<k< TS T o o0 [I a] L >, _(2) .2/-(4) los(p) -5ald) CACC o
’ ok | Py y— i & >0A' 1) 0B=(- ") o) ~0.1196
Expunionn e ?/,,m:” onk—y T p'f’ (4) o-b,_(z) wos(80) —sin(60) . 2 5 1196 nsgzs)
with factor k iff R* < [ = = s —sin 2 T2 _—
CEan 1~ —L —L 1. 1 - (sin(ﬁ[]) cos(60) ) (é X )
. / wehu Ebene .
Zenlrische Sl'rukun; St "3 Sche.rung e.nuqn: Ackse. in Eben
Tllustration Effect on the Standard Operator bt b Effect on the Unit Square Standard Matrix
Operator T(x, y) = (kx, ky) Unit Square Matrix
ol (k1) k1) |
Shear in the N 2 ey .
BN e ey ok anlid xdirectionbya K = EATIIN e
factor k in R? " factor k in R* — 3L — (e i
- T ) hyiy) (1,0 (1,0) (1,0 '
0<k<l y — ’ A ¢ ‘ X =%tk
O<k<l) 2 a 0) %0 [k 0] (k>0) (k<0) )": y‘fk)
0 k
0, )k T
Dilation with ©.} Nl T et b the .1 k7 ©.1)
factor k in R? - ydirection by a [ g ) 10
dc::(r)l:l) L L ‘ factor k in R? Y S . J;/ by e — [“ ']
(1,0 (k,0) T(x.y) = (x,y +kx) (1,0 2
k>0) k <0)




Bosiswechsel £ genwa/k do- Hahix A

Seien B:(El,l;z,...,l;,,) und C = (€1, ;.. .,C,) zwei Basen des A .

Vektorraumes V und Ps_,¢ die Basistransformationsmatrix von B NU" A“’
auf C.

Dann gilt: z
® Ppc Vs =V Uc = Pp_,c - Up .
® Pp.,c ist eindeutig bestimmt.

® Pp_,c ist invertierbar mit

PELCZPC%E g
.

A. Gouss— Toselle auls‘[-o"cr\
Gesvdt = Th = ¢
Me Resis ¢ bhlw.ws

4.

;) -ANT
g\ék auf AAU Hauf,-obo oralen
(A-XT)

Beredume.

L N awrmulfiphzieren
L wewy wmialeh  ausklammern

Nulstellen von e} (A-1T)

l'{on‘-ro\\(_
L Cpw = Summe pon  Bigerwerke
» Suwme H"«-\pl'o\io-oamle.

—-Z+4h

2. Gowsr- Jordan  duwrds feheen  godasy
finke seidle  Einkelrmalrix  slehF (’é"o

3. N Woordinalen Witlr  von  aller garis
m'-\- “ﬂh"l& Muu':Pl"aierh = N Woordinabeaveltfor

Abbildungs Halrix A muss Quadmlist sein!
A'; = A; Satz 4.2.2

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

E'l('lenvdd-om der Mabrix A

A T‘m*t- ale  Ej eneverfe X

1. Rerechne A-AI
L Fur jeden Eiatneoerl- Rechnen
L atre A in A-A.T emselzen

3 L

Ly Gouss
4. Losungsmenge => Uomponeden S,- Weise

A- Al = charakberistisehe Mabrix
= uu“S"'C”M

£;dgnwkl»or = X

o iqgeavstoren
G

=

Eijenwelk = A = E;amma A Eigenwert (A-)-I) ¥=0

Giaenraw-\ : all Efdlnvddorcn

Ei-aenwdl- = oo Eiahvddw'e-» _E;aenmm

¢ Frac Variobel bestimmen
. Lbsu-.'lrma-‘(_ Lw()

Unlerramm . Dir bosk

Prifen oo Uddor V ein Eigeavdder st
A Motrir A uwd VeWor Taufsdireben

2. Rldveklor berechnen
L AV

3. Vergledh von AV mik N
L Viel(ucher 2 —2 Neinz ki Bigenvdder

Vowphdiogoval e )
Spur(A) =Gr +tan +...tam=» 3

Spur(A) = pads + p2de + .+ e = Yhey ik

det(A) = MNB2. .\

Sei A eine n x n Matrix. Dann gilt:

) 30\ = E'u‘ eV\VthOI’ = ) = V' “ rc\cl'\fl' 1. Ist X ein Eigenwert von A und X ein Eigenvektor zum A, dann
L

ist Ak ein Eigenwert von Ak und X ein Eigenvektor zum \K.

Ggomcx-ﬁsé‘t V‘tlcﬂéﬁW\ z A"EQ\\ D‘lm e"f“m E;JMMW = ’Y 2. A ist genau dann ir ierbar, wenn simtliche Eig von

Null verschieden sind.

A\v_\,w\'\ﬁ\* Vie ((“" ‘-'\"“‘I" = AV\M” wie o (: s )‘ ab N““‘d‘ l L=/‘/ 3. st X ein Eigenwert und A invertierbar, dann ist der Kehrwert

Speteum = Mewje de El«auka =0
gpekhalrodivs =

qrosster Betmg Ix| der E:’Jmmzk =

% ein Eigenwert der inversen Matrix A~*.

Symmelrishe  Molrizen AT:_ A

%mml\'ﬁb‘dﬂt = alad:m‘.se'm Vielleucbha}

SPeELl[e_ A‘:‘:’lumy Halrizen

Dreiedermalrizen " WﬂJOna\wk‘.gm
. E'uamwgr\u 2 («\auﬁdin\aonalt

Dic  Walix D gu  polbtnzieen ik vie
cnlodw alr 4 dohall  didte  Glectiny
verwenden !

| Die k-te Potenz von A: Ak = PDkP-1 k> 1.




A

(3$C5—

.A.‘m \i b} B

PlAP=B*

AP = PB

® Ahnliche Matrizen haben:

N . * den gleichen Charakteristischen Polynom,
a b\ (2 4
* die gleichen Eigenwerte (inkl. Vielfachheiten),
c d/ \0 -2

« die gleiche Spur und Determinante.

'_Dim'\or\ahs'ltxbat' A=PDP!

Leswesk oird alse die Hokriz P welcle |v\vef-‘:¢r¥ar‘ it
0.4 deb(k) = deH(e) ?
[, Nen = St sied sider aidd ahnbich e
? o = Awaliduel sk maglicy
0.1 Chamitberishsches Polynom ermiblel %E‘“

L deb(A-NI) = dek(B-XT)

Newn = St sind Sidwer nidk ahnbicky
L> Y = };\nnlld\\(«:\' sk méo“t"\

“&‘Ti)‘—&lt)ol-\uu AP = pg Ou.\rrl-cutf)

omrmulbiplizieren

© A und B haben die gleichen Eiger

Makriten
a | eic.\-\vw\ass ys,-cm c\hf :’-c/(tn
L Elemenk

Ay = baa

Aqy = bar

q. G\e:c\\w\xs yslem (35en

rhowder  fivie  Werle 2.8 b i
\g::anc‘;z\v Zohlen C{brfi-lcaena b akb mil

Ly deb#0
b dic aun Fe.rle-\ Zoklen wa Halix P ci'\l'ﬂ’ﬂ(ﬂ
Malrix P au\p Trverliecborke}  prisfen
jlnnl.‘c'-n

Yoo =

AP = PD| P 'AP=D

nicht Owilich

7 NC‘N\ =

Karkesische Form

Polarform — Kartesische torm

A E‘,agnwe/h- berechnen

L db"(A'-x[): 0
1.E amﬁ'hmc. berechnen ( E‘-aenvddom )

L (A-A1)%=0
2. Lineare  Unabksngiglisi b prsken
L gt esn Unobhi e Gsaeaw.ulmn!
Ly Jn= Diegonalisierboc
4 Mabviz P ecstdlen
L G‘\a(nvdl.\ofu\ ols s]».U-cn

S.%Makrix D esslellen
L Fisenwerte ‘n der KorreWlen
'Euq\m lat_ auf “MrHFmaono.\t-
‘m Beaus gur Teihenfbl er
Eiaonvd&quorm als Spalten
6. Vontrolle
L AP= P-D )
AL"*EW“‘*EV\MImdueR

iy

® EWL beideiealt, baide algabr. ...Dngu..«b..vm\{le.d.«» A
o A sk ddisgenalisiarber wit

-2 7-Ba] - M-

Satz 4.5.3.
Eine n x n ische Matrix A ist di isierbar, wenn

2= atbi — 2z= r-[co:{‘() v is;n(w)] z:r~[cus(w) v is'm('!)]—)z:q].\;i
A Cos(t) wnd sin(t) berechnen
A Ge,\-faa + berecwnen L enrainer

Ly =12 ={atnet
2. Winkel berechnen

3.0

2. TReel-und Imnin&r‘é\ beslimmen

L a= r.cos(®) , b= r.sin(Y)
Vartesisder Torm nokieren

mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiill ist:

1. A hat n linear unabhiingigen Eigenvektoren
2. A hat n verschiedene Eigenwerte

3. Fiir jeden Eigenwert \ von A gilt: 7y = 1y
4. Aist reell und symmetrisch

¢« DXD HA‘rht A
*n unaLhEnailac Eiaenv:klmn

-t (2) + K400
L’ ? an a kartesische Form Polarform Eulersche Form . ﬁa&)nn‘t‘&mmk Uon A=D
porameler shimmen z=atbi |z=r(cos(g) +isin(p) | z=re® o I bish v = olqtbraisde vin
(Z’A) ‘Aﬂff@k\"ﬁf o W be a=r cos(p) r=lzl=vVa@+ 0, @=arctan(t)+A * T 0 d
Vorzechen wn o und b beashben b rsing) |miac{ O 7indoderd Quarant
um den Quadcanten 2u bestimmen T rene ™27 180°, zin 2. oder 3. Quadrant ;ymmb‘ﬁn’nl. Halrizen

A. Quadran} — k=0
2. Quadvont — k= 4

Edef%‘u. Form

. Quadron} — k= 4 Y )
3. anAm:X - k=12 2=ve = F[as{w)* 2 s'm(‘f)-l :
3, In Polacform niokieren Addition / SubleMdion 2120 = el (P1F92)
4. S?Qﬁa\&\\\ cen """3"“"“' Nur in Rarlesischer FormY Divicion
L 2= abi = ~hi  Imaginire Achse (\/—A&J\) . - ——
m’ ! 270" %m“ ekl ane 10 ?O\U\L—ex\ KO“')“ ‘e(t 2 z_]' — r_l i(¢1_¢2)
Lie Winked-Bestimmmny = . 4_ = e
L> 2z F-A z" =" 7:rei¢:re7i50 22 r2

0° AP0° Reelle Achse (i- A»:‘-rt)

sind  immer D-‘qaannlirierbnr




z=4 -
2

Kartesische - Form

,I-S =\|5-\|"" =,|T'i

i= I

Satz

Zahlen

teallel Re(®) 2yulisdn U et
% | 5

geln fiir jugiert
Fiir beliebige komplexe Zahlen z, 2, z, € C gilt:

Zz = i‘lﬁ Korlesishe Form 2 = 7 = J( %’ ‘"‘ Lzatzn=21+2
N—21 ‘maa'mirlt‘-\ Im(2) .2 - § % e
z = -4 = Z i 3 3.z=z
;3 y e(z) = 3(z+2) und Im(z) = %(z —2)
Gowss'sche.  2ahlenebene 2° = -f=z 3| P Masierammosic s
Z‘ Yy A=0 E o| Inverse wonpget wvﬁ'r‘m =
(a®) als Punld § e i(a 1 -
) Voordlmknsysl-em Expone b ik \ didiesen z7t = F|2
m Komplere 2aben dowa Qest ermithdn R

;:’i:v:m e Fatbi 1 U\lch“‘ﬂ
2ok —_—
2=0+bi
Seien z, z1, zo € C und X € R. Dann gelten: 3. |Zl Z2 | = |Zl | |22 |
Lo L xz] =]z W 2| _lal
N cede 2 REINEY
e & Y] 2. |zn+2|<|z1| + |z| (Dreiecksungleichung) 2 2
Cumme Malkiplakion
—— Diest Formel musr oick
vewendel werden.

Definition 3.3.1. F}

Seien zy = a; + by i und z, = a + by i zwei komplexe Zahlen, dann

Seien z; = a; + by i und z, = a + by i zwei komplexe Zahlen
Dann ist das Produkt z;2p:

212y =|(a12 = 6:1B3) + (2163 + 2260) /]

Es Uamn auis ginfach
awrmullipkalert werdea

ist die Summe von z; und z: ki
21+ 2 (a1 + 22) + (b1 + bo) i SPCE‘“‘H\ Newteolelement +
@lalich wie Rz=2a+ap] [1+0i] (o0 Gl
4 B ~_
Different bev Vekloren Divigion =

Im

Definition 3.3.5.

Definition 3.3.2.

Seien z; = a; + by i und z, = a> + by i, dann ist die Differenz: LT

21— 2 ={(a1 — @) + (b1 — b2) i. J

A Winkel |f:' g (a-) @ € [0°,360%)

AMdikion / Susheidion

Der Quotient von z; = a1 + by i und 2 = az + by i mit z # 0:

?O \ar(b rm

1. Abslond = 12| = [atay?

z = rcos(p) + rsin(p) i Malhp\i\k\"w'\

Nur n Rarlegischer Torm ¥

. )
i i

&t

\&(Oh'sv‘x‘eﬂ T2 / *

z = r(cos(—p) +i sin(—¢ .

:|r (cos(¢) + i sin(p)) |

| 2122 = nra(cos(pr + @) + i sin(es +2))

r (cos(yp) = i sin(¢)) ~

Divigion

Die Art der Wurzeln hiingt dabei vom Vorzeichen der
DI i D = b? — 4ac ab:

21

Auxag\w.{

Z2

r ..
2= é(cos«m — @) + i sin(g1 — ¢3))

by
o D > 0: zwei verschiedene reelle Wurzeln: z, » = =252

o D =0: eine doppelte reelle Wurzel: z,5 = — £

von deu pesiliven reelen Advse
rq= 6"3"‘""""" ef Sirm

o D < 0: zwei konjugiert komplexe Warzeln:

_ b+ ED| _-bxyDi _ b 1 .
=R - = 25, VIDli

2a

212

—g= ™ \A\rwaui'nn

n- en \A\v«rte\n

Definition 3.7.1.
Eine komplexe Zahl z wird als n-te Wurzel aus a bezeichnet,
wenn sie der algebraischen Gleichung

"=a=gpe'®

7. Rodins anpassen

alle Wurzel

n

Z"=a

Lop=as (- '“)

4§ \Nuwrzdwinmkd G besbinmen

o o den
miagSen in
geniigt (a € C). Einhebskres I—) _ o+ k- 3600
Symbolische Schreibweise: z = {/a. a"""d"“ werlen J Pk n

A, Rodius beglimmen 5.ln Tormd ewnseteen

L G=latit = Qo

R

2k = e’ # = r(cos(ipx) + i sin(k))

z- \Q.\V\\kt.\ K bestimmen mi}: k=0 bta;nnené.!

Somit: 2 = — £ + L /[D]iund z = — &= L /ID]i = 7,

\Qu\\s‘-cum erm:‘kln (QMA\'&!-I)

A. lynomdivision
L 5’:5\- dic reelle Nullslelle

2. Womplere Wullskellen ecmitheln

Ly Guodrdisde ﬁlz:c‘me l5sen
M} Wewmplexen 2Zahlen

Der Parameter W dient als 2aller
K=0 sk die ersk Nullstdle
WK=4 isk dic wede Nulishelle ...



Wurzeln

Ew Polynom n-len Grades besitzh

N Lasunjen- Als LBsw\J bezeicinet man dic
Wurzel . Somit  abb es gerau 0 WurzeW,

wobts menrfache  Werzen menelach 3!%&‘\“' oerhen

e Wurgeln & Womplese Wurzen = n Wurzeln

MINE?2 = 22 (—2)! = —8 = det(A)

L

Spur von A: Spur(A)= 0+ (-1) iﬁ Somit: dth(A —AB)=(A-2)(4-22) = (A—2)(2—-A)(2+A) =

. —(A—22(A+2) ¢

Suwmne der “""H"'ﬁ‘,u"' Die Losungen der charakteristischen Gleichung det(A — \k) =0 § Spektrum von A: o(A) = {2, -2}
lauten somit: =] und Ao =-2.

Aih + o) =22+ [l (22) = 4 — 2 = 2 = Spur(A). Die zugehbrige algebraische Vielfachheit: iy =8 und' jize=t. § Spektralradias von A p(A; _ ;a;(\Z—l, | .
mik  Vidfosthet b

~ e o

N2

C{\c‘.é-.wa dr  Gueden Wbekomnl  aler winked  beleapnh

- ()

cos(yp)

sin(2¢p) )

—cos(2¢p)




