
Unterraum Prüfen

Unterraum
Jektorraum 1. Erweiterte Koeffizienten-Matrix

O
2. Gauss

-

I
kein Unterraum 3

. Lösungsmenge bestimmen

4. enthalten z .
B =(0)

I Unterraum 5. Addition prüfen...
6. Skalare-Multiplikation prüfen

Ursprung
Unterraum

Unterraum = U = Teilmenge Triviale UnterräumeNullrektorraume

sunmen
= Komponentenwessen

mstimmt ZSF ! 2 - 4x -7yX1 =

Ist KEIN UnterraumXz = 0 + m

Voraussetzungen:
-

-Ursprung enthalten oF 2 Addition:EY und Ber(+5) er

alle mit 3 Multiplikation:Er > (:)Ey

Lineare Hülle = Unterraum aber nicht alle sind
· Lin() besteht aus e vielen Basen

weil nicht EistErzeugend
· Muss den Ö enthalten ,

da es ein Unterraum ist

· Ist eine Menge von allen Linearkombinationen

Z .B Unterraum = Ebene im Raum
. Alle Vektoren welche in dieser Ebene sind

,
sind in Lin)(

· Dim der Hülle Anzahl Vektoren

(Basis = Linear unabhängiges E-System)
· Dim = Anzahl Basisvektoren

Polynom (in)
· dim[Lin()] = hat die Selbe dim wie der Unterraum !

· Erzeugendensystem = Die Vektoren , aus denen die Hülle gebildet wird

auchkann
verkürzt werden

· Lin(a) = EX = X . (x(u]

·i Vektoren in Matrix Schreiben

und Gauss
· Gauss- > Führende 1 = Basis

↳ Rest = Lincarkombinationen aus
Basis] Lin (Basise

,
Basis

, 2)

Matrix
52 Basiss linear unabhängig !

· jeder Vektor lässt sich

in diesen Vektorraum damit bilden

· Anzahl Basisvektoren = Anzahl Dim

z .
B M3 = 3 Basisvektoren

· Die Standartbasen (nur ox1en)
sind die Einfachsten

· Es gibt oft auch sehr viele andere Basen

Vektor Matrix Polynom
1

. Vektoren im Matrix
1 .

Matrix als Vektor 1
. Polynom als Vektor

2 . Gauss-ZSF Vektor als Erweiterte Matrix
2 .

Erweiterte Matrix2.
3. Spalten mit führende 1 = Basisvektor

3 . gleich wie bei Vektor
3 . Gauss - Gleich wie bei Vektor

4. Spalte in Ursprünglicher Matrix beachten !
=> Gauss4.4. Gleich wie bei Vektor



Polynom mit vorgegebener Basis Lineare Abhängigkeit Dimension= Anzahl Basisvektoren

Eine Menge von Vektoren EK ,
k ... und ist linear abhängig,

wenn es nicht alle Null X: ER gibt, sodass: 3sonst ist die Menge linear abhängig

: Standartbasis der PolynomerüfenAnleitung (also wir bei Basis vorgehen ( ·denBasenSomitder

-

1. Vektoren als Spalten von Matrix schreiben
· Mmym = dim (R

**M)= n . m

(Matrizen/Polynom vorher als Vektor Schreiben (

2. Gauss -> ZSF
z .

B dim (R2x3) = 2 . 3=

3 .

Führende Einsen (Pivot) · P = dim (Pn) = n +1
R

↳ Frein Variabel = Linear Abhängig !

↳ sonst unabhängig
z .Bdim Dim gehört !

(und 3 für den Grad steht)
Alternative bei Quadratischen Matrizen

def = 0 => linear Unabhängig Vektoren gegeben : Sagen welche dim

1. Vektoren als Spalten von Matrix schreiben

(Matrizen/Polynom vorher als Vektor Schreiben (

2
.

Gauss

Matrizen (Korrekt) 3 .
Pivots zählen = dim

↳ Freie spalten ingorieren !

könnte gleich so geschrieben (A18) in EsF = Rang = dim (1)wurden polynom als Vektor !

T

Koordinatenvektor

Gegeben :
· Ein Vektorraum
· Eine Basis (Standartbasis)
· Ein Ziel Vektor

2 Gauss-Jordan
Wie viel mal brauch ich den

Basisvektor Bu und wie viel mal

1
.

Gleichsetzen Polynom (Korrekt)
den Basisvektor B2 um V zu Bilden

2
. Ausmultiplizieren T Linearkombination von Bn & B2

3
.

nach X
,

x2, etc. Sortieren

4. LGS lösen
,

um die Vorgehen
Koeffizienten zu ermitteln

5. Resultat : Nun kennt man
1. Komponenten schreibweise mit

die Linearkombination v als Lösung

2

Rang ↑ T ↑

Basis Basis T

rg(t) = rg(t)c) 2. Im Erweiterte Koeffizienten-Matrix

su Nein
L

V

Gilt zusätzlich :

LGS hat
Bild Prüfen

rg(t) = n keine Lösung 1. Abbildungsmatrix = A
3. Gauss - Jordan

2
.

Es gilt : A =
↳ so erhält man nun die

o
Nein

3 .

Erweiterte-Koeffizientenmatrix
aufstellen Koeffizienten Xn & X2

V (A(t)
LGS = 1 Lösung LGS = G Lösungen 4

.

Gaus-Jordan 4. Xn & X2 als Vektor
Schreiben

· m = Anzahl Zeilen

5. Hat das LGS Lösungen ?
· n = Anzahl Spalten

↳ Ja = ist ein Bild ! Notation
Vi = (1) Koordinaten-

· Matrix ist in ZSF benötigt ! ↳) Nein = ist keine Lösung von img)) Ziel Vektor v
vektor

· Rang = rg = Zeilen mit Den zur Basis B



Lineare Abbildung Kern und Bild Kern & Bild zusammen

f Eigentlich kann zuerst

das Bild Ermittelt werden

und dann mit der Erstellten

und mit Gauss bearbeiteten

= (i + ii) Matrix noch der Kern

Ermitteln - Komponenten .
S-weise

wenn beide Bedingungen (i
,
ii) erfüllt sind, Schreiben

dann ist feine lineare Abbildung

· Eine lineare Abbildung : m[er(fig(f)]
- erhält die Strucktur des Vektorraums

-
Verformt" den Raum mathematisch Korrekt Kern = Ker() = Unterraum von V

dim (V)
Alle Vektoren, die durch die Abbildung

Beispiel
(l

II

DVerschwinden Il

Bild = img)) = Unterraum von w
Anzahl Anzahl

Menge aller Vektoren welche durch I Freie Variabeln Pivots
f erreicht werden I

Unterraum Kriterien Beachten ! V1 V2 V3

Kern Ermitteln

Kern besteht aus allen Vektoren mit

f(x) = Ax = =

1. Abbildungsmatrix aufstellen = A

2. A gleichsetzen mit A = (AIÖ)

· Jede lineare Abbildung kann als
3. Gauss

Matrix dargestellt werden
4. Freie Variabeln ? X

wenn es keine Freien Variabeln gibt gilt:

· Ax = f(x) = Abbildungsmatrix
= Darstellungsmatrix ker(f) = 303

5. Koeffizienten ermitteln
angewendet

Abbildungsmatrix erstellen 6. Komponenten-Schreibweise Gans
Freikern

Kern

1. Gegebene Abbildungs-Vorschrift beachten
↳

Kern prüfen
Es muss gelten AY = 0

2. Basisvektoren wählen (normalerweise Standartbasis)
* sind hie die Vektoren in A

hier Konkret Vz , V3

3. Abbildungs-Vorschrift auf jede Basis anwenden
daher muss Ken aus 2 Vektoren sein

4. Erhaltern Vektoren aus 3
.

in Matrix Schreiben nun prüfen mit Matrix Multiplikation

Bild Ermitteln

1 . Abbildungsmatrix = A

2 . Gauss

5. Wenn gefordert Abbildungsmatrix A auf 3. Vektoren mit Pivots berücksichtigen
L

einen vektor i anwenden A .t 1 in anfänglichem A Vektoren entnehmen

Schneller A erstellen (nur bei Standartbasis !)
Gauss

1. Abbildungsvorschrift nach Xn , xz ... n Sortieren

2. X1 = Erste Spalte xz = Zweite Spalte...

3.nur koeffizienten Schreiben prs Fri

X1 0 . X2 Xz O .Xy -2x5
f(x)

Abbildungsmatrix A
*

f(x)

* 2 -x34x4 0x5(
0x3 X4 0x5

(=

Diox



Abbildungs Eigenschaften
↑B

-1

810
&

Allgemein gegeben für Eigenschaften

Kombination i
die Abbildungsmatrixf(x) = AY

, g(x) = B . Y
,

k ,
Xi

1.
Jede Matrix mit ihrem Skalar multiplizieren 45x3

Addition ↳ k . A = Skalarmultiplikation
imputvektor = Spalte = n

2. Summe der neuen Abbildungsmatrizen outputvektor = zeilen = m

(f + g) . (2) = (A + B) . (x) ↳ A + B = addition

↳ Ergebnis = neue Abbildungsmatix =
1

. Abbildungsmatrizen A
,

B nebeneinander Schreiben 3 . Wie gewohnt gilt nun c.

2. Matrizen Elementweise addieren

↳ Ergebnis ist nun die neue Abbildungsmatrix = Inverse berechnen Al
3. Nun jedes belibige * mit c multiplizieren 2 .*

2x2 Matrix

Skalaremultiplikation

(k . f) · (x) = (k . A) . (4) Allgemein : Gauss-Jordan (All)
1.Faktor (K) mit Abbildungsmatrix k multiplizieren

I = Einheitsmatrix [0] &

↳ Ergebnis ist nun die neue Abbildungsmatrix = C
es gitt A . A = I

2
.

Nun jedes belibige * mit multiplizieren 2 .* 1. Schreibe A links und I rechts als Lösung
2. Gauss-Jordan

↳ links steht nun I = Einheitsmatrix

Verkettung/Komposition ↳ rechts steht nun Al

3. Falls nicht möglich
(g0f) . (x) = B . (A . x) = (B · A) ·* ↳ Fehler gemacht

(gof) + (fog)
↳ A nicht invertierbar

1. Dimensionen prüfen ( können A & B verkettet werden ?) Durchschnitt als Unterraum

2
.

Matrixmultiplikation B . A (Reihenfolge !(
wieder ein

↳ Ergebnis ist nun die neue Abbildungsmatrix = C
Unterraum

Inverse r ·
f(x) = A-1 · (4)

1
.

Prüfe ob Abbildungsmatrix A invertierbar ist

↳ det (1) + 0 /
Quadratische Matrix !

2. Inverse Matrix ABerechnen

3
.

Nun (F) r↳ nun wird Y # X Statt X y gerechnet
also wird rückwärts gerechnet !



UrsprungSpiegelung an einer Ebene durch

raordinatenRaum-Transformationeeinse
-

-

XY
In12 = a + b2 + c

X

-, -

Y XZ

Yz

D

Ebene-Print Fauxby-Bsp.
1

=a=-3
P(5,5) b = 1

-
1

X
Z

1 Spiegelway (mit Formel

Y (3[
p = Winkel

Winkel#Logonale-Projektionim Raum auf Ebenef 2 Orthogene Projektionundhung imEin& &
⑭ -

-> Standardmatrix : [89] Fettungumein
XY * von rechts3 Ausrechnen

nach links

[2 =(3) X

Xz

Bsp. 2

Y

Yz

1 Standardmatrix
Z

-> [0]
=3 A =[3]StreckungStauchungn Ener

Bsp.
32 Ortsrektor zu Matrix

X

M =1575500) =12
1 Spiegelung die Bsp.3 Ausrechnen

X
1

00a -

Am =[5]!
2 Drehung 3 Ausrechnen

,=[Y Standardmatrix :

cos(0) -Sin())

↳Ö =(2)=E sin(0) Cos(b)
2

Y 52=(4) 5D'=(2) >

echung

X

Y



Eigenwerte der Matrix ABasiswechsel

1
.

Bilde A-XI
↳ -X auf der HauptdiogonalenNeu Alt

2. Berechne det (A- XI)
--- + + t↳ Nicht ausmultiplizieren

↳) wenn möglich ausklammern

3 . Nullstellen von det (A-XI)
1

.
Gauss-Tabelle aufstellen Kontrolle4.
Gesucht= TA + B ↳ Spur = Summe von Eigenwerte

Alte Basis & ↓Neue Basis * Summe Hauptdiagonale
durchführen sodass2. Gauss-Jordan Eigenvektoren der Matrix A

linke Seite Einheitsmatrix steht (89)
1

.
Finde alle Eigenwerte X

Koordinaten Vektor von alter Basis3. Nun A-X . I2. Berechne

mit Matrix multiplizieren = Neuer Koordinatenvektor ↳ Für jeden Eigenwert Rechnen

einsetzen↳ also X in A-X .I

Abbildungs Matrix A muss Quadratisch sein !

Löse (A-X . I) x = 03.

AY = XX ↳ Gauss
4. Lösungsmenge Komponenten S

.
- Weise

A- XI = charakteristische Matrix

Eigenwert = Eigenrektoren Eigenraum
=

Nullstellen
Eigenwert = X (A - X .I)x = 0Eigenvektor = 1 Eigenwart

-

Eigenvektor = X
· Freie Variabeln bestimmen

Eigenraum = Menalle,
Eigenvektoren Eigenraum : alle Eigenvektoran

· Lösungsmenge Lin) (
= Unterraum

· Dim bestimmen

HauptdiogonalePrüfen ob Vektor ein Eigenvektor ist
-

1
.

Matrix A und Vektor aufschreiben

2. Bildvektor berechnen

↳ A . Y

3 . Vergleich von Au mit Xu

↳ Vielfaches? Nein = Kein Eigenvektor
- Ja = Eigenrektor = X = Vielfaches

Geometrische Vielfachheit = Anzahl Dimension Eigenraums = 1

Algebraische Vielfachheit = Anzall wie oft X als Nullstelle=M

1 &/
Spektrum : Menge der Eigenwerte = o

Spektralradius = grösster Betrag (X) der Eigenwet =P
&

Potenz einer MatrixSymmetrische Matrizen AT = A

geometrische = algebraische Vielfachheit
ist viel(ad- bc) Die Matrix D zu potenzieren

einfacher als A deshalb diese Gleichung
verwenden !

Spezielle Abbildungs Matrizen

Dreiecksmatrizen & Diagonalmatrizen
· Eigenwerte = Hauptdiagonale



Ähnlichkeit A P P B

I

Gesucht wird also die Matrix P welche Invertierbar ist

Diagonalisierbar
0.

1 det (A) = det(B) ?

↳ Nein = Sie sind sicher nicht ähnlich

Ja = Ähnlichkeit ist möglich
0. 2 Charakteristisches Polynom ermitteln 1

. Eigenwerte berechnen

↳ det(A-XI) = det(B -XI) ↳ det (A - XI) = 0

"ume berechnen

↳ Nein = Sie sind sicher nicht ähnlich
2. Eigenra (Eigenvektore

Ja = Ähnlichkeit ist möglich ↳ (A - XI) = 0

3. Lineare Unabhängigkeit prüfen
1

. Matrix-Gleichung AP = PB aufstellen
↳ gibt es n Unabhängige EigenVektoren ?

2 . Matrizen ausmultiplizieren ↳ Ja = Diagonalisierbar
4. Matrix P erstellen

3 . Gleichungssystem aufstellen
↳ Eigenvektoren als Spalten3

↳ Elemente annbet
5. Matrix D erstellen

a12 = b12
: ↳ Eigenwerte in der Korrekten

4. Gleichungsystem lösen Reihenfolge auf Hauptdiagonale

5. Wenn vorhanden freic Werk z. B a & b mit
in Bezug zur Reihenfolge der

geeigneten Zahlen festlegen Eigenvektoren als Spalten

↳ det * 0 6. Kontrolle
↳ A. P = P. D

6. die nun festen Zahlen in Matrix P eintragen
7.

Matrix P auf Invertierbarkeit prüfen

↳
Ja = Ähnlich

Nein = nicht ähnlich P

Kartesische Form Polarform Enler Enler Polarform Kartesische Form

z = a + bi z= r . [cos(y) + isin(4)] rez reie z = r . [cos(y) + isin(4)] z = a + bi

1 . Cos(1) und sin(e) berechnen
1. Betrag ~ berechnen

↳ Taschenrechner
r = z = a + b2 2

.
Reel- und Imaginärteil bestimmen

2. Winkel berechnen ↳ a= r . cos(e)
,

b = r . sin(e) · nxn Matrix A

y = tan (2) + k . 180
3. In Kartesischer Form notieren · n unabhängige Eigenvektoren

· Diagonalelemente von A = D

(2 .
1) Korrekturparameter K bestimmen · M = y geometrisch v

.
h = algebraische v.h

Vorzeichen von a und b beachten
um den Quadranten zu bestimmen

Symmetrische Matrizen

1 .
Quadrant k = 0

2. Quadrant k =1 Eulersche Form
sind immer Diagonalisierbar

3. Quadrant k =1 24 Multiplikation
4. Quadrant k = 2

z = re = rcos(y) + isin(4)

3. In Polarform notieren Addition Subtraktion
4. Spezialfall rein Imaginär Nur in Kartesischer Form ! Division

z = +bi
,

z = -bi Imaginäre Achse (y-Achsel Potenzen
goo 2700 Formel nicht anwendbar Konjugiert E

für Winkel-Bestimmung
z = a

, z = - a

go 1800 Reelle Achse (X-Achse



Kartesische -Form i = -1 z = t = - 2
- 3 = 3 .

- 1 = 3 .2=
- 1

-Realteil Re(z) Zyklischt Rest
Kartesische Form i = i =1

↳ Imaginärteil Im(2)
· 2

2 = - 1 = 25
Gauss'sche Zahlenebene j = -I =3verse Konjugiert Komplexe

zal =

j = 1 = 0
(a, b) als Punkt -

im Koordinatensystem Exponent mit 4 dividieren

Komplexe Zahlen dann Rest ermitteln
a+b2

rein

imaginäre Eigenschaften
Zahlen bi

①

a +
b

z
=

&

reelezal

Summe Multiplikation
Diese Formel muss nicht

T I verwendet werden.

Es kann auch einfach
ausmultipliziert werden

Achtung 22 = = 1

III # Spezialfall NeutralelementI
-

=

=>

Differenz
folglichweeine Division

(an + b
, i)(az + bzi)

#

al b?2

1.
Winkel Y = Arg(z) pe(00 , 360%

Addition SubtraktionPolarform 2 . Abstand + = (z) = a2 + b)

Nur in Kartesischer Form ! Konjugiert-z
Multiplikation

D

Der Winkel gibt die Division

Drehrichtung an . Ausgehend
von der positiven weelen Achse

+ 4 = Gegenuhrzeigersinn Potenzen
- n = im Uhrzeigersinn

n-ten Wurzeln 3. Radius anpassen Nullstellen ermitteln Quadratisch)

< T=
D

Qo I
n Tr

1. Polynomdivision

alle Wurzel
4.Wurzelwinkel Du bestimmen ↳ gibt die reelle Nullstelle

müssen in den
2. Komplexe Nullstellen ermitteln

Einheitskreis 2

gequetscht werden
↳ Quadratische Gleichung lösen

1. Radius bestimmen 5. In Formel einsetzen mit Komplexen Zahlen

2 r= a2 + b = Go &i 2 2

DerParameter k dient als Zähler
1

En
ist die erste Nullstelle

2. Winkel x bestimmen mit k = 0 beginnend !
K= 1 ist die zweite Nullstelle ...



Wurzeln

Ein Polynom nuten Grades besitzt

n Lösungen .
Als Lösung bezeichnet man die

Wurzel .

Somit gibt es genau n Wurzeln

Wobei mehrfache Wurzeln mehrfach gezählt werden

reelle Wurzeln + Komplexe Wurzeln = n Wurzeln

-- ----

+ma

&man de Hauptdiagonale S- .................

mit Vielfachheit & X

Gleichung der Geraden Unbekannt aber Winkel bekannt

->
kürzt sich=


