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Umrechnungen:

n[
1

min
] =

60

2π
·ω[

rad

s
], Grad = Rad·

180

π
, FZentrif. =

mv2

r

Freie Schwingungen

Ort:
x(t) = A cos(ωt) + B sin(ωt)

x(t) = C · eλt
= e

−δt · (cos(ωt) + j sin(ωt))

x(t) = e
−δt

(A cos(ω
√

1 − D2t) + jB sin(ω
√

1 − D2t))

Geschwindigkeit:

ẋ(t) = −δe
−δt

(A cos(ωdt) + B sin(ωdt))

+e
−δt

(−ωdA sin(ωdt) + ωdB cos(ωdt))

Definitionen:

ω = ±
√

Steifigkeit
Trägheit = ±

√
c
θ

FFeder = c · x
FDaempfer = d · ẋ
sin x ≈ x

δ = d
2θ = Dämpfung

2·Trägheit
D = δ

ω = d

2·
√

θ·c
ωd = ω ·

√
1 − D2

T = 1
ω = 2π

ω

φ̈ +
c

θ︸︷︷︸
ω2
0

φ +
d

θ︸︷︷︸
2δ

φ̇ = φ̈ + 2Dω0 φ̇ + ω
2
0 φ = 0

ω = Eigenfrequenz [ rad
s ]

D = Dämpfungsgrad [-]
d = Dämpfungsterm der Bewegungsgleichung
c = Steifigkeitsterm der Bewegungsgleichung
θ = Trägheitsterm der Bewegungsgleichung
ωd = Gedämpfte Eigenfrequenz [ rad

s ]

δ = Hilfsgrösse [ 1s ]
c = Federkonstante/Ersatz-Federkonstante eines Balkens
T = Periodendauer [s]
Massenträgheitsmomente: (Widerstand gegen φ̈)

Steifigkeiten verschiedener Lastfälle: Allgemein: δ =
(Verschiebung) = F

c

cb =
EA

l

cb =
3EI

l3

cb =
48EI

l3

cb =
M0

φ
=

EI

l

cb =
192EI

l3

cb =
96EI

l3

Balken einseitig eingespannt,
konstante Flächenlast:

cb =
8EI

L3

Serie- und Paralellschaltung von c

Parallelschaltung:
”Wenn ich eine Feder festhalte,
schwingt das System nicht
weiter”

cges =
∑

c

Serieschaltung:
”Wenn ich eine Feder festhalte,
schwingt das System weiter”

cges =

(∑ 1

cn

)−1

=
cn · cn+1

cn + cn+1

Beispiele

Beispiel 1:

Bewegungsgleichung:

mẍ + cx = 0

Frequenz:

ω = ±
√

c
m

Beispiel 2:

Bewegungsgleichung:

mẍ + 2cx = 0

Frequenz:

ω = ±
√

2c
m

Beispiel 3:

Bewegungsgleichung:

ml
2
φ̈ + mglφ = 0

kleine Auslenkungen: sinφ ≈ φ

Frequenz:

ω = ±
√

g
l

Beispiel 4:

Bewegungsgleichung

ml
2
φ̈ +

(
mgl + cl

2
)
φ = 0

Frequenz

ω = ±

√
mgl + cl2

ml2

Systeme mit Dämpfung

mẍ + dẋ + cx = 0

D =
d

dKrit.

dKrit. = 2 ·
√
c · θ = 2 ·

√
Trägheit · Steifigkeit

Realteil: Abklingfunktion (Amplitudenabnahme)
Imaginärteil: Harmonische Funktion (Kreisfrequenz ω)
Dämpfungsarten:
Schwach Gedämpft → D < 1

λ1,2 = −δ ± jω
√

1 − D2

λ1,2 = −Dω ± jωd

Stark Gedämpft → D > 1

λ1,2 = −δ ± ω
√

D2 − 1

System nimmt langsamer ab als Kritisch Gedämpft, schwingt aber
auch nicht.

Kritisch Gedämpft → D = 1

λ1,2 = −δ

d = dKrit. = 2 ·
√
θ · c

Logarithmisches Dekrement

Experimentelle bestimmung von D (Messung).

δ =
1

n
ln

(
An

An+T

)
x(t) = x0e

−Dω0t

δ = Dω0Td, Td =
2π

ωd

2πD = Λ

δ =
2πD

√
1 − D2

, D =
δ√

(2π)2 + δ2

Erzwungene Schwingungen

Ohne Dämpfung

f(t) = F cos(Ωt) = Fe
jΩt

= mẍ + cx

mit Lösungsansatz:

x(t) = X · cos(Ωt) oder X · cos(Ωt − ϕ)

Definitionen:

η =
Ω

ω
Argument/Amplitude:

V =
X

X0

=
E

1 − η2

E = 1 für Erregung durch Feder
E = η2 für Erregung durch Unwucht
E = 2Dη für Erregung durch Dämpfer

Mit Dämpfung

f(t) = F cos(Ωt) = Fe
jΩt

= mẍ + dẋ + cx

Phase/Frequenzgang:

tan(ϕ) =
2Dη

1 − η2

Argument/Amplitude:∣∣∣∣ X

X0

∣∣∣∣ = E√
(1 − η2)2 + (2Dη)2

Erregung durch Feder:

f(t) = F cos(Ωt)

E = 1

X0 =
F

c

Vmax =
1

2D
√
1 − D2

ηmax =
√

1 − 2D2

V1(0) = 1;V1(1) = 1
2D ;V1(η → ∞) → 0

Erregung durch Unwucht:

fc = mu · ru · Ω2 · cos(Ωt)

E = η
2

X0 =
muru

m

Vmax =
1

2D
√
1 − D2

ηmax =
1

√
1 − 2D2

V2(0) = 0;V2(1) = 1;V2(η → ∞) → 0

Erregung durch Dämpfer:

f(t) = F cos(Ωt)

E = 2Dη

X0 =
F

c

Vmax = 1

ηmax = 1

V3(0) = 0;V3(1) = 1
2D ;V3(η → ∞) → 1

1

https://github.com/LaTeX-Template-Share


Systeme mit n Freiheitsgraden

Bewegungsgleichungen:
(für jeden Freiheitsgrad eine)

m1ẍ1 + c1x1 − c2(x2 − x1) = 0

m2ẍ2 + c2(x2 − x1) = 0

Matrix-Vektor Schreibweise:[
m1 0
0 m2

]
︸ ︷︷ ︸
Massematrix M

·
[
ẍ1

ẍ1

]
+

[
c1 + c2 −c2
−c2 c2

]
︸ ︷︷ ︸

Steifigkeitsmatrix K

·
[
x1

x2

]
=

[
0
0

]

Mẍ + Kx = 0

Berechnung der Eigenfrequenzen ω durch Eigenwertproblem:

det(K − λ · M) = 0

ω =
√
λ

Moden der Bewegung (Eigenvektoren):

(K − λ1/2 · M) · x⃗ = 0⃗

• Gleichungssystem mit jedem einzelnen Eigenvektor auf-
stellen

• Gleichungssystem nach x2 auflösen

• Verhältnis = Eigenvektor, Achtung: Eigenv. sind skalierbar

• Bsp: x2 = x1 · 2

[R1] = EV1 =

[
x1

x2

]
=

[
1
2

]
• Mode 1: Gleiche Vorzeichen: System schwingt in gleiche

Koordinatenrichtung

• Mode 2: Unterschiedliche Vorzeichen: System schwingt in
gegensätzliche Koordinatenrichtung

Eingabe im Taschenrechner

1. M:= [...] oder Menü 7-1-1

2. K:= [...] oder Menü 7-1-1

3. a:= K − λ · M
4. solve(det(a)=0,λ)

(Menü 3-1)
Ergibt ±λ1,2

5. ω =
√
λ → Eigenfrequen-

zen

6. aneu := K − λ1,2 · M

7. R1 = eigVc(a) oder Menü
7-B-5

Spezialfälle:

wenn c1 >> c2 =⇒ ω
2 ≈

c2

m

wenn c1 << c2 =⇒ ω
2 ≈

c1

2m

System mit 3 Freiheitsgraden:

M =

m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

 , K =

c1 + c2 −c2 0
−c2 c2 + c3 −c3
0 −c3 c3



Festigkeitslehre/Trigonometrie

Grundgesetze:

σ =
F

A
, ε =

∆l

l
=

σ

E
, γ =

τ

G
, G =

E

2(1 + ν)

σ = Normalspannung
τ = Schubspannung

γ = Schubdehnung
G,E, ν = Materialkonstanten

Biegung:

σmax =
Mb

Wb

=
Mb

Iy
· zmax

Mb = Fz · L, Fz =
3EI

L3
· x (Balken, F am Ende)

σmax: max. Biegespannung [MPa]
Mb: Biegemoment [Nm]
Wb: Biegewiderstandsmoment [m3]
I: Flächenträgheitsmoment um y[m4]
zmax: Abstand Rand - Neutralachse [m]
Fz : Quer/Biegekraft in z [N]
L: Balkenlänge [m]
x: Durchbiegung am freien Balkenende [m]

Biegedifferenzialgleichung:

EIw(4) = q = q0,
EIw′′′ = −Q = q0x + C1,
EIw′′ = −M = 1

2 q0x
2 + C1x + C2,

EIw′ = 1
6 q0x

3 + 1
2C1x

2 + C2x + C3,

EIw = 1
24 q0x

4 + 1
6C1x

3 + 1
2C2x

2 + C3x + C4

Torsion:

τmax =
Mt

Wt

=
Mt

Ip
· rmax

MT = cT · φ

cT =
GIp

L

Ip = Polares Flächenträgheitsmoment
Mt: Torsionsmoment [MPa]
r: Abstand zur Wellenachse [m]
φ: Verdrehwinkel
cT : Torsionssteifigkeit (Feder)

Axiale Flächenträgheitsmomente:

Polare Flächenträgheitsmomente

Festigkeitsberechnungen
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