Kommutativitat:

ANB& BANA und

AVvB& BV A oder

Rechenregeln

Assoziativitat: Allgmein
(ANB)ANC & AN(BAC) X&IX=0
(AVB)VC < AV (BVCO) X#IX=1

Distributivitat: Reduktion (Benachbarte Terme)

AN(BVC)s (AANB)V(AANC) AB VA = GVA
AV(BAC) & (AVB)A(AVO) .

AB vaA = BVA
Regeln von De Morgan:
-(AAB) & -AV-B AVAB = 4
-(AVB)< -~AA-B
( ) A(AVB]: A

Kontraposition:
A=B < -AVB & -B=-A
A=B ist nur falsch wenn A wahr und B falsch

Beispiele Distributivitat:
(AAB)V(AVB) & (AV(AVB))A(BV(AVB))

Boolesch Vereinfachung
Ziel ist die disjunktive Normalform (DNF). Jede boolesche Funktion besitzt
genau eine DNF.

Beachten beim Vereinfachen:
-PVPV-Q & TV-Q & T ThbeiV beibehalten.
Bei A kann auf T verzichtet werden: AA(-BVT) & AAT « A

Bsp:

CBA NV CBA vV IBA vIBA

CA(RVB) v Ba(cv()

CA VvV BA

ABE V AB  — A(BEVE) = A(CVE)

Quantoren

Eingeschrankt und uneingeschrankt (Angabe von Bezugsmengen):
Vx eNP(x) & Vx(xeN=P(x))
VxeNP(x) & Vx(xeN=P(x)) H\X/ V/x\
Vertauschungsregel
VxP(x) & —=3x-P(x) AxP(x) & -Vx-P(x)
Beispiele Existenz. Es gibt ...

Genau ein:

A x(A)) = Ix(AX) A VY, z(AW) NA(2) = y = 2)

nicht zwei

mind eins

= AxP(x) AVY(P(y) =y=x)

Héchsens ein:
Vx,yP(x) AP(y)=x=y oder
=(3x,y(P(x) AP(y) Ax=Yy))

Mindestens zwei: X,y P(x) A P(y)Ax=#y

nicht mindestens x & hochstens x

Héchsens zwei:
=(3x,y,zZ(P(X) AP(Y) AP(Z) AX#Y AX#=ZAY#2Z))

Mindestens drei:  3X,y,z(P(X) AP(Y) AP(Z) AX#Y AX#ZAY#2Z)
Keine: -dxP(x) & Vx-P(x)

Nicht alle: =VxP(x) & 3Ix-P(x)

Keine Distributivitat bei Quantoren!
-(Vx=P(x)) & =Vx-=P(x)
—(=3x(P(x) VS(x)) & Ax(P(x) VS(x)) ¢ IxP(x)V IxS(x)
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Beispiele:

«Alle Méanner rauchen.»
& «FUr jedes x gilt, wenn es ein Mann ist, dann raucht x.
VxM(x) = R(x)

«Alle Schweine sind nicht Rosa.»
& «Wenn x ein Schwein ist, dann ist es nicht Rosa.»
& «Keine Schweine sind Rosa.»
VxS(x) = -R(x) & —=3IxS(x) AR(S)

Weitere Beispiele:
Vx 3y P(x,y) = Furalle x gibt es ein y, so dass P(x,y) gilt.
dy VxP(x,y) = Es gibt einy, so dass fiir alle x P(xy) gilt.

«Primzahlen sind genau die Zahlen die sich selbst als Primfaktor haben.»
Vz (Prim(z) < PF(z,z))

Alle Vielfachen einer naturlichen Zahl mit der Eigenschaft E haben selbst die
Eigenschaft E: Vx (V(x, n) A E(n)=E(x))

Normalformen

NNF (Negations Normalform)
- Alle Negationen kommen in Literalen vor
- Es gibt keine Implikationen

DNF (Disjunktiver Normalform): (AAB)V (AAB)V(AAB)

KNF (Konjunktiver Normalform): (AVB)A(AVB)A(AVB)

—> Formeln kdnnen mehreren Normalformen zugeordnet werden.
-> Fur jede Formel gibt es aquivalente Formeln in NNF, KNF und DNF.

Beispiele:

pVQq istin NNF, KNF und DNF weil
(PVA)A-T ist KNF und NNF
(PAT)V(QAT) ist DNF

pistin KNF und DNF.

(A (—gApy))ist in KNF und DNF.

pV (g — p) ist nicht in KNF und nicht in DNF.

pV (=pA(pVq)) ist weder KNF noch in DNF.
(pVg) A(pV(pVp))istin KNF aber nicht in DNF.

Grundsatzlich kann eine Formel mittels Distribitivitat
in die andere Form gebracht werden.

Beispiel KNF in DNF bringen:
(-AV-B)A(-CVv-D)
(=AA(=CV=D))V(-BA(=CV-D))
(-AA-C)V(-AA-D)V(-BA-C)V(-BA-D)

Beispiel DNF in KNF bringen:
“pV (qV (p1 Ap2))
DNF
—pV ((aVp)A(gVp2))
(=pVqVpi1) AN(=pVqVps)
KNF

Minterm und Maxterm

A|B|C gesamt Minterme Maxterme
1]1]0]0 0 ~AVBVC
1]1]0 0 ~AV-BVC
1]0]1 1 AN-BAC

1]1]1 1 AANBAC

0]0]0 0 AVBVC
0]1]0 0 AV-BVC
0]0]1 1 ~AAN-BAC

0]1]1 1 ~AANBAC
DNF:

AA=BACYVAABAC)V(~AA-BAC)V(~AABAC)

KNF:
(~AVBVCOA(AV-=BVCAUAVBVC)AUV-BVC)



Semantische Eigenschaften

Eine aussagenlogische Formel A heisst

e Allgemeingiltig  Alle Belegungen VB(A) = true
e Unerfillbar Alle Belegungen VvB(A) = false
e Erfiullbar Min. Eine Belegung 3B(A) = true
e Widerlegbar Min. Eine Belegung 3B(A) = false
— Gultig: Unter einer einzigen Belegung B B(A) = true

(Nur eine Beleung wird angeschaut)

Bsp. fur eine aussagenlogische Formel: pV (p = =(qAp))
Quantoren gehdéren nicht dazu.

Operationsfolge (Gewichtung): =, A, V, =
Tautologie = Allgemeinglilitige Aussage.

Belegung

Eine Belegung ist eine Zuordnung/Funktion von Variablen zu Wahrheitswerten.
Mittels einer Belegung kann jeder aussagenlogischen Formel einen
Wahrheitswert zugeordnet werden.

Die Funktion B ordnet jeder aussagenlogischen Formel ihren Wahrheitswert beziiglich
dessen Belegung B zu. B:F - {false, true}

e BFAG) = and (E(F),B(G))
o B(FVG) =or (B(F).E(G))
. B6) = not (B(F),B(6))

Beispiel: Bestimmen Sie B der Formel (u = 1) A's

e B(p) =B(q) = B(r) = B(s) = true
e B(u)=B(v) = false

B((u->1)As)=and (E(u - r),]\?_@) =Bu-r)=or (—B(u),lE_(L)) = true

true true

Beispiel:
Zeigen Sie, dass die aussagenlogische Formel F genau dann unerfillbar ist,
wenn die Formel —F allgemeingliltig ist.

F unerfillbar & =F allgemeinglltig
Beweis geht in beide Richtungen. Wir missen beide Richtungen beweisen:

(a) Wenn F' unerfiillbar ist, dann gilt fiir jede Belegung B, die Gleichung B(F) =
false und somit B(—F) = not(B(F)) = true. Also ist —F allgemeingiiltig.

(b) Ist =F allgemeingiiltig, dann gilt fiir jede Belegung B die Gleichung B(ﬁF) =
true und somit auch B(F') = false. Also ist F' unerfiillbar. ]
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Beweisttechniken

Direkter Beweis einer Implikation: Wenn eine Aussage von der Form A=B
vorliegt. Es gilt eine Aussage A=B zu beweisen. Verwendung von schon
bestehenden und bewiesenen Aussagen/Regeln.

Kontraposition: Wenn eine Aussage von der Form A=B vorliegt.
Zu beweisen: -AVB, oder -B=-A.

Beweis durch Widerspruch: Ziel ist eine Aussage herzuleiten, von der
bekannt ist, dass sie falsch ist.

Gegenbeispiel: Wenn eine Aussage von der Form VYx P(x) vorliegt.
Ziel: Es gilt zu zeigen, dass eine bestimmte Eigenschaft nicht auf
alle Objekte (aus einem Kontext) zutrifft. D.h. zu beweisen,
dass = Vx P(x) bzw. Ix =P(x) ist wahr.

Es gentigt ein einziges Objekt x anzugeben, fir das P(x) falsch ist.

Aquivalenz: Wenn eine Aussage von der Form A= B vorliegt.
Zu beweisen: 1) A=B sowohl als auch 2) B=A
Es kdnnen beliebige (passende) Beweistecniken eingesetzt werden.

Beispiel Direkter Beweis:
Bip ™ A Do Poodubt zweine ],L».L,‘ nobilihan Conlen D1 qun Piok

X = 2n, Y\,,'L,é‘\\‘

Btaay:

¥y = (2n)(2w) =

\/ = 25«7 ik

2 (n-2ny)

> Swd o £y Cin \/{dfn(hj
vin 2 uwf J(w,’l» 53,0.{( i

n
Bipt Jodt V"je:oh nebiclide zabl ' Lt sich ols D"f{‘“"z
2wt Quoadia]zohln schaiben,
h = ZLP 1 wil l( ¢ N
Klwn‘)'

W= 2+ 1 = Zhidund® - h* = (heud skt

St it 5 di D;&««ve 2rtic, Quodiateahl, o

Beispiel Beweis durch Widerspruch:

Ei? Foo alle €N ‘9‘|4¢ 4 3n42 ch,ls‘u, dopa s+ v wrmul(.
W €N - Aln) = B(w)

wt Aln) = Satd o vnamao‘u wd B(a) = w of vngmb‘b

Stwes® A”J""IL biluen:

- A,m«% negiemwn , it ?}'M dacn, dhss P'Jwb keenl word

T(¥a € N AG) => B(w)
= (13, EN TAG VBM)) = o €N 1AV 3()
= Jn €N A0 A1B(W)
B loabed: 6 oxbied olw nebilike Zobl w5 doss 3 g2
w,)ema’u, vrd o garade O
Dovavs P"ﬂ* wit = 2l

Bt 2 = 3(zu)+2 = 6k 42 = 2(3c4q)

Sowit Db 3atZ th V(d(ﬂt‘ts Ven 2 vwd glznn((..

wed St b df‘l s

lu—qk, v“{»uv‘u,l‘m 45‘})(\7!,. a
beetady ¢,

Doy SHUE (m b/.uhnfmln

Beispiel Kontraposition:
Beispiel: “Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: (n2 +1=1) = (n = 0)”
Beweis. Tst n # 0 so folgt, dass auch n? # 0 gilt. Dies impliziert, dass fiir jede

weitere natiirliche Zahl m die Ungleichung n? +m # m erfiillt ist. Insbesondere
gilt daher, dass (der Fall m = 1) n? +1 # 1 gilt. O



Explizite Schreibweise: {..., 1, 2, 3, 4, ...}, {a, b, c}, etc.

Pradikative/definierende Schreibweise (Beschreibende Form):
{xeN | x>3 A x<10}

A={z| -5<z<3}

A = { T —-5<z<3 }
~ =~ ~— ~—~ ————
A ist die Menge aller x fir die gilt: ~ x ist gréBer als -5 und kleiner als 3

Leere Menge: {} oder &

Mengenoperationen:

Teilmenge XCY = Vx(xeX=xeY)

Vereinigung XUY = {x | xeX VvV x€Y}
Schnittmenge XnY = {x | xeX A x€Y}

Differenz X\Y = {x | x€X A xg€Y} AohneB
Komplement %

Rechenregeln:

Kommutativitdt der Vereinigung und des Schnittes:
AUB=BUAundANB=BNA

Assoziativgestze von Schnitt und Vereinigung:
AUBUC)=(AUB)uCundAn(BNnC)=(ANnB)NC

Distributivgesetze von N und U:
AN(BUC)=ANB)UANC)und AU(BN/C)=(AUB)N(AU )

Idempotenzgesetz:
ANA=AundAUA=A

Regeln von De Morgan:
(C\A) N (C\B) =C(AUB)und (C\A)U (C\B) =C\(AnB)

Disjunkt: ANBNC = @

- disjunkt Paarweise: Alle Mengen sind einzigartig
(und haben kein gemeinsamen Elemente)

- Nicht paarweise disjunkt: Einzelne Mengen haben
eine nichtleere Schnittmenge

Beispiel Beweis:
2) AN(ANB) = ANEB

CEAN(ANB)) & <6A A xFANG

&—_?xéAA-'C‘eAA)(éB)

) B
& xEA A (’( gA VX ) ldo‘r.b»"-’

—~ (x €A 2 (gAY v (REA 4 xED)

xe ANnB };w:\» Defenibics

< XeA A xelZ <&

b) (A\B)NB = ANG

LE(ANB) A x g B & xed 2 xgB A xEB
= KeA M « B < xEANB  gnas dlaiding
A:=G\A Wenn G eine Grundmenge ist

IAUBI = |Al+IBI-1ANBI
IAUBUCI = |Al+IBI+ICI-IANBI-IANCI-IBNCI+IANBNCI

Venn-Diagramm:

©
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Abzahlbarkeit und unendlichen Mengen
Abbildiung f:X—Y

Injektiv surjektiv bijektiv
Y
D
\ [ !
l ¢ B
A

Injektiv: Jedes Outputlement kann nut mittels einem einzigen (evtl. gar
keiem) Inputlement erreicht werden. Fir jedes Outputelement exisitert eine
Umkehrfunktion. Fir jedes y héchstens ein x.

surjektiv: Elemente der Zielmenge werden mindestens einmal getroffen.
Wenn Wertebereich (Outputlemente) = Bildmenge

bijektiv: Injektiv und surjektiv

Bsp: Geg. f:N—=N

F(n) = Die Zahl n riickwarts gelesen und flirende Nullen gestrichen.

F(324) = 423, F(0) = 0 und F(10) =1

Ist F surjektiv? Antwort: Nein, weil 10 in der Bildmenge N nicht erreicht wird.
Ware aber die Bildmenge N\{10,20,30,...}, dann wére F surjektiv.

Abzahlbarkeit

f:A—-B

- Wenn Injektiv, dann ist A abzahlbar, d.h. es gibt eine Abbildung f:A—N
- Wenn surjektiv, dann ist B ist abzéhlbar, d.h. Abbildung ist f:N =B

- Wenn bijektiv, d.h. |Al = IN| (gleichmachtig), dann ist A und B abzéhlbar
- Wenn f:N =B und |Al >IN, dann ist A (iberabzahlbar

Eine Menge (X) heisst abzéhlbar, wenn:
f:N =X surjektiv ist und X=Q
f:X-N injektivist und X# &
Elemente kdnnen mit natlrlichen Zahlen durchnummeriert werden.

Endliche Mengen sind immer abzahlbar. Eine Vereinigung abzahlbarer
Menge ist abzahlbar.

Eine Menge A ist genau dann abzahlbar unendlich, wenn A und N
gleichméchtig sind, d.h. [Al= N

Uberabzihlbar wenn |Al > IN]|
Elemente kdnnen mit nicht durchnummeriert werden.
Irrationale Zahlen, reelle Zahlen, Potenzmengen sind Uberabzahlbar.

Bewess: (2] = |N]

fz=>N
) 2 fals 020, 20-1122.
"‘"’ﬂh)' -2n-7 follg n<Q N 0. 132 4¢3

FNCN=N O sbzahlbey wendlich
I[N N[ =N
Beweis durch Diagonalisierungsverfahren:

&;?,',’/ dos N XN aeahlbe 3= 2«'}(-/ des @ obeghlbs 50
: { @-thipez qe2\id}

(g:'z) (P2
3 3 33~
60 o (2o N
e : . U, 2 oz -
W=y (1) Sz - ,/,_,}\1,,

Sewlt B £ RN qhshilby

Aebyeod  ditse, Uichsag §ib?
gy j awd erndicH y

es e Fualkbin

FPNAN = N die
ahzahlbo, (74



Funktionen sind binare Relationen f C AXB mit (X,y) € f von
A nach B, man schreibt f:A—B

Inputelemente (A): Definitionsbereich Dom(f)
Urmenge/-bild bei Mengen

Outputelement (B): Funktionswert Im(f), Wertebereich, f(x)
Menge aller Funktionswert nennt man Bildmenge.
Abbildung bei Mengen.

Eine Funktion lasst sich auf verschiedene Arten beschreiben:

[:é(rx\/)éN‘l‘Fﬂg l*l"{’—‘?

;:I\Vﬁl\\] ol —% ww x L0

FU) = \Il lil ={ ¥ sanyd

P(X)

P(A) == {x | xCA}

Die Potenzmange enthalt genau alle méglichen Teilmengen eine Menge.

Beispiele:

P(@) = {D} = @ d.h.eine Potenzmenge ist nie leer.

P({a}) = {9, {al}

P({a, b}) = {9, {a}, {b}, {a, b}}

P({a, b, c}) = {9, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}

P(P(@)) = {9, oh

P(P(a)) = {9, {D}, {{a}}, {9, {al}}

Beispiel Beweis:

Bewssedt P(ANB) = P(A)NP(BR) wit P> Prdesemenge
XEP(ANR) © yc AnR > Defmition

< xcAAxep
<7 < EP(A) A 1 ¢ P(R)
< % €P(A)n p(B)

- Alle Teilmengen der Partition sind paarweise disjunkt .
- Anzahl Aquivalenzrelationen M x M.
- Jede Potenzmenge enthélt die leere Menge

Voraussetzungen:

1. Die Vereinigungen(V) aller Partitionsmengen = Menge

2. {} darf nicht leer sein und {{1},{1, 2, 3}} diirfen nicht mehrmals
vorkommen -> paarweise disjunkt

Beispiel: Menge {1,2,3} hat genau 5 Partitionen:

{0.2,3), {1h{2,3), {2 {3m, {{3L{12})} {1, {2} {3}

Partition Beispiele:
- a) Pardificn von N il vrendlicn 7/151«4 Blsiken.
{,( eN ')« isd wr.n.ltg
{XQN l K ok 7(-/(\‘,1‘5
b) Pardidicn mdivnle 2onky wit engnd((Ch_
vie ved  veepd|licn Jiedien Blcthe .
:{xéQ l T4 % <i+7§ wit 1€

8. Pz ftom.., 'l_‘(qq)l
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Relation

Zum formulieren von Relationen werden Tupeln verwendet.

Tupel
Definierte Reihenfolge und kann wiederholende Elemnte enthalten.
Entspricht in etwa Listen und Arrays. Im Vergleich zur Menge: Keine Reihen-

folge und nur einzigartige Elemente (keine Wiederholungen).
2-Tupel: (a,b) n-Tupel: (x1, X2, ..., Xn)

Kartesisches Produkt
Gesamtheit aller Tupel aus einer oder mehreren Mengen.
(Jedes Element aus A kombiniert mit jedem anderem aus B.)

Ay X - X Ay = (a1,...,a0p)

X xY :={(z,y) | x € X ANy € Y}. Alle Kombinatinospaare.

A={0,1}, B={2,3} AxB={(0,2), (0,3), (1,2), (1,3)}

Relationen auf Mengen sind Teilmengen: R C X XY
R ist eine Teilmenge aller moglichen Relation zwischen X und Y.

Beispiel:

Eine binare Relation R, mit (X,y) €R kann auch xRy geschrieben werden.
x und y stehen zueinander in Realation R.

Relationseigenschaften
- Reflexis: Fur alle xeM gilt xXRx. 3
Relation mit sich selbst. &

- Symmetrisch: Fiir alle Vx € M gilt xRy = yRx ?’«0
Relation in beide Richtungen. N
- Antisymmetrisch: Fir alle VX,y € M gilt xRy A yRx = x=y
Relation nur in eine Richtung, o —0
ausser x und y sind gleich. O‘Jo/?

- Transitiv: Fir alle Vx,y € M gilt XRy A yRx = xRz
z kann auch x sein. 0
ZB.x<y=<z denn x=<z

0~
o~ 0

Jede binére Relation auf einer Menge mit nur einem einzigen Element ist
reflexiv: R ={(a,a)}

Beispiele:
uRv © ggT(u,v) = 1in N,,. symmertrisch

uRv & u ist unmittelbarer Nachfolger von v in N.
xRy < x hat dieselbe Quersumme wie y in N.
xRy o x<yinZ
XRy © x>yinR
xRy ®x>yinR
xRy & x#yinR
xRy e x=yinR

antisymmetrisch

reflexiv, symmetrisch, transitiv
reflexiv, antisymmetrisch, transitiv

antisymmetrisch, transitiv

reflexiv, antisymmetrisch, transitiv

symmetrisch

reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch, transitiv

Binare Relationen als direkter Graph G = (V, E) dargestellt.
V = Knoten = Elemente
E = Kanten = Relationen

binaxe Plotin EC V=V (Koakn)
= {123,493

E- {(1,1),(1,2),(1,1),(1,9), (22),(z4), (3,3), (9_.)5

)

Q
2N
o g )
o5

Beispiel:
Die Relation ist reflexiv, weil fur alle Elemente x € {a, b, ¢, d, e} gilt, dass (x, x) € R.
Die Relation ist nicht symmetrisch, weil z. B. eRa gilt, aber nicht aRe.
Die Relation ist antisymmetrisch, weil fiir alle x, y € {a, b, ¢, d, e}, so dass x # y gill, dass wenn
() € Rist, (1, ) & R gilt
Die Relation ist nicht transitiv, weil z.B. bRc und cRd gelten, aber nicht bRd.

4
e
Relationsgraph:

R={(z,y)| 2,y e NAz,y <100 A x + y ist ein Vielfaches von 7}




Ordnungsrelationen

- Unvergleichbar: Wenn weder xRy noch yRx gilt.
- Minimal: x ist R-minimal wenn nichts auf x zeigt, nur xRy
- Maximal: x ist R-maximal wenn x auf nichts zeigt, nur yRx

O%O,
O O0=0),

Reflexiv | Symmetrisch

P LY ﬁ—Vnmjhkhbm,

Antisymmetrisch | Transitiv
Aquivalenzrelation X X X

Pra-Ordnung X X
Halb-Ordnung X X X
Totale Ordnung X X X
Wohl-Ordnung X X X

Vergleichbar: Wenn xRy und yRx gilt (=symmetrisch)

Praordnung (auch Quasiordnung): Wenn eine R-Unvergleichbarkeit
besteht. Die Ist-Teiler-von-Beziehung Xly auf Z ist eine 0=
Praordnung. Jede Aquivalenzklasse ist eine Priordnung. ()/’/

Halbordnung (auch Partielle-Ordnung): Wenn eine Relation < gilt
und es R-Minimale und R-Maximale Elemente gibt

Totalordnung (auch Linearordnung):

Eine Halbordnung ohne R-unvergleichbare Elemente,
d.h. alle Elem. kénnen miteinander verglichen werden.

Wohlordnung: Eine Totalordnung und mind. ein R-Minimum.
Wir wissen, wo gestratet wird.

Halbordnung < Totalordnung < Wohlordnung
Das heisst eine Wohlordnung ist auch eine Totalordnung und eine
Totalordnung ist auch eine Halbordnung.
Beispiele:
- Relation < auf Menge R ist eine Totalordnung,
aber keine Wohlordnung. R hat kein kleinstes Element.

- Eine Potenzmenge (oder eine Menge von Mengen) ist
eine Halbordnung auf dei Teilmengenrelation C.
Die Teilbarkeitsrelatoin ist auch eine Halbordnung.
= ist eine Halbordnung

— =-Relation auf Q ist keine Wohlordnung weil 1/n kein
minimales Element besitzt.

- Praordnung: f(x) <* g(x), g wachst nicht schneller als f, das macht f und g
zu unvergleichbaren Funktionen.

‘-\f(»plI / [
z® /
[P

s

(A

(}nvtz\')&i’mlgar wer | b P1 34{:
ved dai qhes e Pr, 3?1:

:‘3[;):4
U.a. sind periodische Funktionen immer unvergleichbar, z.B. f=sin, g=cos

i 1 Dills % vmgpade
Oder - R’)‘{UM,( ’

Beispiel Beweis Halbordnung:

0 folly ¥ enpuot
1 Jurst

90) =

9. Zeigen Sie, dass die Teilbarkeit auf der Menge M = {1,2,3,4,6,8,9,12,18,27} eine Halbordnung
darstellt und zeichnen Sie das dazugehorige Hasse-Diagramm.

Losung: kn €Z ,xyz€ M
Reflexiv, weil jede Zahl Teiler von sich selbst ist: x | x
Antisymmetrisch, weil fiir alle Zahlen x # y, fiir welche x Teiler von y, y nicht Teiler von x sein
kann.x [y Ay|x=>x=y
Transitiv, weil wenn x Teiler von y und y Teiler von z, dann teilt x auchz: x [y Ay |z = x|z
y=kxAz=ny=>z=hknx & x|z

8 \ /18\ /27

4

12

N

Dominique Schmitz, IT22_WIN_1

Aquivalenzrelationen

Wenn eine Relation auf eine Menge, reflexiv, symmetrisch und transitiv ist
-> wichtig fur einen Beweis («Wie missen zeigen, dass...»).
Und wenn (a,b)€M den selben Betrag haben.

Gleichheitsrelation ist kleinste Aquivalenzrelation { (x,x) | xeX }
XXY ist grésste Aquivalenzrelation

Aquivalenzklasse
- Aquivalenzklassen sind disjunkte Teilmengen einer grésseren Menge.
- Alle Elemente in einer Aquivalenzklasse sind

transitiv, reflexiv und symmetrisch (Definition)

[z]g :=={y € X | zRy}

Alle Elemente in der Aquivalenzklasse die zu x in Relation R stehen.
x ist Vertreter der Aquivalenzklasse.

Faktormenge:
Menge aller Aquivalenzklassen.

X/p={lz]r |z € X}

Beispiele Aquivalenzklassen:
- aist gleich alt wie b.
- a kostet gleich viel wie b
- Seite a gehoért zum selben Kapitel wie Seite b.
8. Beschreiben Sie fiir jede der folgenden Aquivalenzrelation die Menge der Aquivalenzklassen.
a) R ist so definiert, dass xRy genau dann gilt, wenn x und y gleich alt sind.
b) R ist so definiert, dass xRy genau dann gilt, wenn x und y das gleiche Geschlecht haben.
Losung:
a) Jede Altersklasse entspricht einer Aquivalenzklasse.
b) Es gibt zwei Aquivalenzklassen: Die Menge der Frauen und die Menge der Manner.

Beispiel Beweis:

6. R sei die Menge der reellen Zahlen. xRy genau dann, wenn x— y eine ganze Zahl ist.
Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation ist und bestimmen Sie die Aquivalenzklasse von 0,
0.5 undv2 .

Losung:

XRy o x-y€EZL e IkELx—-y=k)
Reflexiv: xRx © x—x=0€Z

Symmetrisch: s gelte xRy & 3k € Z(x —y = k)
dann gilty -x=—-k € Z = yRx
Transitiv: es gelte xRy AyRz @ Ik €Z(x—y=k) Ak €Ly —-z=k")

Sx—z=x-yty-z=k+tk'€L=>xRz
Es liegt eine Aquivalenzrelation vor mit den Aquivalenzklassen (es gibt noch viel mehr):
1. My:[0]={mE€R|mRO} =>m€ZL=>M=1
2. Mos: [0.5]={k+05|k€Z}
3. Mu [V21= (k+\2 | ke T}
Beispiel Aquivalenzklassen:
X~y &2 Dy Betray der D&(f“-‘l ven X ond y ot f?lm,ru’

A lEeAE jv..wi.:
{7’62, (r,y)&&%

S i
)
R
W

L e e R

e R R A R

B =
X . >§
[y, = fotz k4.3 = UL =0l —06¢% don (=09

_— —_—

Elmale o selbe, 1‘(5";&

&) [—‘i]/v:[‘l!v
Waihws M
Gledicn A~ | stlben Ot jabc:lh
PecscnenP= o, b, c, doe f 93
a] =B =[] =[¢] = §a
(1 =BLG -1 = forb0f)
[cl:[eJN: g‘%ﬁ}
B7 = § 93

;va Unclolnsse w
= d.‘,s’,m&

Py = {0 lxePd = {0, 1, )}

[—»Elzm.qb, avs /Qna,( P Pelabicn ~



Nur Halbordnungen, Totalordnung und Wohlordnung (<-Relation) kdnnen
dargestellt werden.

Der Graph G = ({12, 13, 14, 18, 112}, <) ist wie folgt gegeben.

18

14D 1

N/

\VA

Cc13——112D 12
minimale Elemente: 12 und 13 maximale Elemente: 18 und 112
Relationsmenge M = {(12, 12), (13, 13), (14, 14), (18,18), (112, 112),
(12,14), (12,18), (12, 112), (1418), (14, 112), (13113)}
1234
Beispiele: .
14/23 -1/234° 124/3 13/24 123/4 134/2 -12/34 60
L] [ ] [ ] [ ] L ] L ] [ ] .
\ 30 20q o’
o o o o & e 15, g % ®4
1/23/4-14/2/3 1/24/3 13/2/4 12/3/4.1/2/34 <
pe * *
5
o i
1/2/3/4
Potenzmenge Partition Teilbarkeitsrelation
(Teilmengenrelation)
Weitere Graphen
1 2
©) >9
v\
PO
a) Koordinatensystem
a1 1 b) 01-Matrix
2 2 ¢) gerichteter Graph
3 3 d) bipartiter Graph
4 4

Vollsténdige Induktion

Beweismethode fiir alle nattrlichen Zahlen.

Beweisprinzip in 2 Schritten:
Es sei A(n) ein Pridikat von natiirlichen Zahlen. Es gelte:

1. Induktionsverankerung: A(0) ist wahr,

2. Induktionsschritt: Fiir alle £ € N: ist A(¢) wahr, so auch A(¢+1).

Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Summenwert

Es sei A(n) dasPriidikaL:0+1+2+3+...+n:w

1

. Wir zeigen zuerst die Induktionsverankerung:

A(0) gilt, weil 0 = %! offensichtlich korrekt ist.

. Induktionsschritt:

Wir nehmen an, dass A(€) richtig ist, d.h.: 0+ 14+ ...+ € = @. Mit, Hilfe der Indukti-
onsannahme zeigen wir den Induktionsschluss ,,A(¢ + 1) ist auch richtig

e+1
0+1+m+£+(£+1):(U+1+..A+()+(K+1)A§)%Jr(HIJ

(L+1)(+2)
2

also ist auch A(Z + 1) richtig. Die Implikation gilt fiir alle £ € N.

oder
n nin+1

B1: 1+2+3+...+n=2k=% (fiir alle n 2 1)
k=1

Induktionsanfang: n = 1: linke Seite: nur ein Summand: 1

1-(1+1)

rechte Seite: =1

Induktionsschluss:

n+1

n
Yk =Yk +(n+1)=
k=1 k=1

nin+1)

_nn+1)  2n+1) _ (n+N(n+2)

+ (n+1
(n+1) 2 2 2
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Ungleichung

VneNsy (1+z)" > 1+na.
Lésung:
Das Pridikat A(n) sei: (14 z)" > 14 nx.

1. Induktionsverankerung A(2): Die Verankerung gilt, wegen

(1+z)?=1+2c+2°>1+2az.

2. Induktionsschritt:
Es sei £ € Nso gegeben. Wir nehmen an, dass A(€) wahr ist, d.h.: (1 +x)¢ > 1+ fa.
Wir zeigen die Aussage fiir ¢ 4+ 1:

" A(e P
(42 = (14 2)f 0 +2) S )1+ a) =1+ o+ o+ & >1+(0+ Da
>0
Somit haben wir A(¢ 4+ 1) aus A({) erhalten. Die Implikation gilt fir alle £ € Nxa.

Insgesamt folgt aus 1. und 2., dass A(n) fiir alle N>o gilt.

Mengen
[P(x)| = 2X.

- Verankerung (|X| = 0): Die einzige Menge mit 0 Elementen ist die leere Menge,
es gilt also wie gewiinscht

[P = [P(2)| = [{z}] = 1= 2" =2¥.

Schritt: Es sei nun X eine n + 1 elementige Menge. Aufgrund der Induktionsan-
nahme konnen wir davon ausgehen, dass fiir alle Mengen Y mit n Elementen die
Gleichung

[P(Y)| =2
erfiillt ist. Da X # @ gilt, konnen wir ein x € X auswéhlen. Wir unterteilen die
Potenzmenge von X in zwei disjunkte, gleich grosse Teile A und B:

A={yCcX|az¢Y} |AI=2n
B={YCX|zeY} |Bl=2n
Es gilt:
[P(X)| =|AUB| = A +|B|
= |A| +|A] = 2|A] = 2/P(X \ {z})|
LA 5 on _ gn+1 m]
Summenwert

Es sei A(n) eine Eigenschaft von natlrlichen Zahlen

e Verankerung A(n)

e Schritt vn € N( @ = A(n+1))

Induktions—Annahme

{Induktions-Annahme /A|

2 @s) =7

i=1

[Induktions-Verankerung IV (n = 0) |

0
2 (@) -

i=1

Zu zeigen

n+1

2 @)=

i=1

|Induktions-Schritt IS (n —» n + 1)|

n (1 \4_ 1 | - _
i=1 (i(i+1)) n+i(n+1+1) | T~ n+1 +n+1(n+1+1)
n 1
n+1->Summen immer T (n+1)(n+2)
. ) . _ _n(n+2) 1
in zwei aufteilen = D02 D)
_ n?+2n+1
T (n+1)(n+2)
_ (n+1)?
T (n+1)(n+2)
_mt
T n+2
Rekursion
F0)=1
n Zeigen Sie mit Induktion, dass fiir alle n € N mit n >0
Fin+1)=) F(i
(4 1) =3 F() I
A ney F() =27
dv: F(\A) = 2"
48

F) 227" =5 Fluwm) =27

HCTE kz Fl) = “Z F) + Ru)= Fn) + FG)
0 k=0

= 2 F(\a],—. 2 Z\n-n= Zu\



Teilbarkeit
n3 + 5n ist durch 6 teilbar fir alle n =0
Induktionsanfang: n=0: 03+ 50 =0 —>ist durch 6 ohne Rest teilbar
Induktionsannahem: n® + 5n = 6k
Induktionsschritt:
(n+1)2 +5(n+1) =n3+3n2+3n+1+5n+6
=(¥+5n)+3n(n+1)+6
Jeder summand ist durch 6 teilbar.
3n(n + 1) ist Vielfaches von 3 und 2.

Das Pridikat A(n) sei: 4" — 1 ist durch 3 teilbar.

1. Induktionsverankerung A(0): Die Verankerung gilt, weil

-1=1-1=0
ist durch 3 teilbar. Somit ist die Aussage A(0) wahr.

2. Induktion. tt:
Wir zeigen, dass die Implikation A(f) = A(C+1) fiir alle ¢ € N gilt.

Es sei t € N gegeben. Wir nehmen an, dass A(L) wahr ist, d.h.:

JkeN 4°-1=3k
Es gilt:

47 1 =44 1 =(1+3)4 —1=4"43-4" 1

Oyt 1434 =3k +3. 4"
&

=3k
=3(k+4")

——
EN

Dies bedeutet, dass 4“* — 1 durch 3 teilbar ist. Somit haben wir A(€ + 1) aus A(£) erhalten.
Die Implikation gilt fir alle € € N.

Summenwert

B8 3+7+11+..+(@4n-1)= zn:(4k—1) =2n’+n (fiir alle n21)
k=1

linke Seite: 3
rechte Seite: 213+ 1=3

Induktionsanfang: n = 1:

Induktionsschluss:

n+1 n
>(4k-1) = Y (4k-1) + (4(n+1)—=1)=2n"+n+4n+4—-1=2n"+5n+3
k=" k=

.
(2n?+4n+2)+(n+1)=2(n+17>?+(n+1) qed.

Rekursive (Folgen)

1 n+1
E1. a1=2; ayu=2- — = an =
a, n
Induktionsanfang: a; = 2 - i =2- 1 =15= ﬂ
a, 2 2

Induktionsschluss:

n

D(k-k)=(n+1)1-1
k=1 2.2. Induktionsbehauptung: A(n + 1): wahr

n

S (k-k)+((+D)-(r+ 1)) =(n+2)! -1

k=1
2.3 Induktionsschluss 4(n) = A(n + 1)

n

i’ S(k-k)+((+1)-(+ D)=+ D! =1+ ((n+1)-(n+1)!)

Z,:(k'k!)z(””)”l =:(n+l)!(l+(n+l))71=(n+l)!(n+2)71=(n+2)!71

1. Induktionsverankerung: A(1):

Z(k<k!):1<1!:1:(1+1)!—1 =2-1=1: wahr
k=1
2.1. Induktionsannahme: A(n): wahr

Ungleichungen

D1: n*-2n-1>0 (iir alle n 2 3)

Induktionsanfang: n=3: 3°-23-1=2>0

Induktionsschluss:
(n+1>—=2(n+1)=1=n®+2n+1-2n-2-1=n*-2=(n>-2n—-1) + (2n—1)
>2n-1>0

furallen>3 g.ed.
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Peano-Axiome

Axiome, welche die natlrlichen Zahlen und ihre Eigenschaften
charakterisieren.

Axiom: Grundlegende Tatsache, die als wahr angenommen wird und nicht
bewiesen wird.
P1: Die Zahl 0 ist eine natiirliche Zahl: 0 € N.

P2: Jede natiirliche Zahl n hat genau einen Nachfolger n + 1, der wiederum eine natiirliche
Zahl ist.

P3: Die Zahl 0 ist die einzige natiirliche Zahl, die kein Nachfolger ist.
P4: Natiirliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich:

YnmeN: n+l=m+1=>n=m

P5: Fiir jede Teilmenge M C N mit den Eigenschaften:

e 0e M
e Istne M,soistauchn+1e€ M

gilt: M = N.
Rekursive Definition
f: N—=N
1 fallsn =0
n— f(n) = atsmn ’
nf(n—1) sonst

Die rekursive Definition einer Funktion f besteht aus
- Rekursionsanfang: Falle fur die die Funktion f nicht wieder aufgerufen wird
- Rekursionsschritt: Vorschrift fiir die Berechnung des Funktionswertes f(n)

Beispiel Fibonacci
fib: N—=N
0 falls n =0
n i fib(n) = 1 falls n =1
fib(n —1) + fib(n —2)  sonst

(Rekursionsanfang)
(Rekursionsanfang)

(Rekursionsschritt)

Fib(3) = fib(2) + fib(1)
= fib(1) + fib(0) + fib(1)
=1+0+1
=2

(Rekursionsschritt)
(Rekursionsschritt)

(Rekursionsanfang)

Bsp: F(o)={

F(A) = Fe) = 2°

F() = Fert Far) = 2"

F(3) = F@+ FMI+F(Q2) - *

F) = FO+ F)+ Flo)+F(3)= 2"

n

Beweisen, dass F(n) = 2"
A ney Ty =2°

JV: F(\A) = ™A

8 FQ) =27 =5 Fluay) - 2°

Flaw): S =
(o) ZFQ = LR Ra)s Fa 4 o)
<o k=o
T 2EE@)= 2"l g

Kleinster Verbrecher (Methode)

Beweismethode um zu zeigen, dass alle natlrlichen Zahlen

eine Eigenschaft E haben.

- Man geht davon aus, dass es eine kleinste naturliche Zahl
(den kleinsten Verbrecher) gébe, die nicht die Eigenschaft E hat.
--> Beweis durch Widerspruch

Bsp:

VneN: n? +n ist eine gerade Zahl.

Losung:

Wir nehmen an: es existicren natiirliche Zahlen n, fir die n?> +n ungerade ist. Sei ng die kleinste
natiirliche Zahl (der kleinste Verbrecher), fiir die nd + ng ungerade ist.

Weil no nicht Null sein kann (sonst wére nd +ng gerade), muss es cine natiirliche Zahl k geben,
die ng als Nachfolger hat, also: no =k + 1.

Da k < ng gilt, muss k?* + k aber gerade sein. Daraus folgt:

ng+no=(k+12+(k+1)=k>+2k+1+k+1=k"+k+2k+2
SN—— N

gerade  gerade

und somit, dass ng +no gerade ist. Dies steht im Widerspruch zur Annahme.



Teilbarkeit

Teilbarkeitsregeln

1. Va,y,z € Z gilt:  zly A ylz = x|z (Transitivitét)

2. Vai,y1, 00,2 € Z gilt: (z1|y1 A Taly2) = z1x2|yive
3. Vz,y1,y2 € Z gilt:  (x|y1 A zly2) = z|(ayr + By2) Vo, BEZ

4. Vax,y € Zgilt: (zly A ylz) = (x=yVz=—y)

Euklidischer Algorithmus

Berechnung ggT:
ggT(n, m) = ggT(n,m-n) = ggT(m, m - n)

49T (#5,25 )’“ﬁZBJT(zs,Za) Keisk Za ond Dffwaz

= 337(20, 5)
s Sok 2%
=z 907(5/(5) ° ' -
”T(h,m):ajl(n,ku)
99T (5, 10) = 9ol )
-qqT(5:5) = E
Oder noch besser mittels Rest
MT(Z;/ 96)
. n | der Divdien -
= 99T (27, 15) ik 2o0l vnd B 27 24 15

= 3JT (‘S/IZ)
= gyT (1230 = 5

Teilerfremd

Wenn ggT(x,y) =1 d.h. es gibt kein ggT

Lemma von Bézout

a) ax+by=ggT(a,b)

und

b) a(nx) + b(ny) =n-ggT(a, b)
x und y sind Vielfache von n

X, Y heissen Bézout Koeffizienten

Bsp.

a-3215 + b-123 = ggT(3215, 123)

1) Euklidischer Algorithmus: 2)

3215 = 123:26 + 17 => 17
123 = 17- 7+ 4 = 4
17 = 4- 4 + 1 => 1=

3215 - 26-123
123 - 7- 17
17 - 4- 4

3)
1=17 - 4-(123 - 7-17) = 17 - 4-123 + 28-17
= 29-17 - 4-123

= 29-(3215 - 26-123) - 4-123
= 29-3215 = 754-123 - 4-123
= 29-3215 - 758-123

=1

a+ba = (b+1l)a

Ziel nach jedem Schritt: a-b + c-d

=>a =29, b =-758

=> ggT(3215, 123) =1
Bsp.
Finden Sie eine ganzzahlige Lésung von: 168x + 133y = 7000
1)
ggT(168, 133) = 168x + 133y
168 = 133-1 + 35

133 = 35-3 + 28
35 = 28-1+ 7 =>ggT(168, 133) = 7
28 = 7-4+0

2) Methode wie oben

168:4 + 1335 =7

=> 168-4-1000 + 133-5-1000 = 7-1000 = 7000
=> X = 4000, y = -5000

Besitzt die Gleichung 168x + 133y = 10 eine ganzzahlige Losung?
Nein, weil 10 ist kein Vielfaches von 7:

168x-n+133y-n=7-n => n#7
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Bsp:
x|90 und x|120 x|90/\ x|l20

7(90) N 7(120) = T(30) = T(ggt(90,120))
x € {1,2,3,5,6,10,15,30}

21|x A 18|x

21-i=x

18-j=x
x=k-kgV(21,18) =k - 126
x € {k- 126, k € N}

P = Menge aller Primzahlen
Naturliche Zahlen, die genau zwei natlrliche Zahlen als Teiler haben.
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97...

I
XX

Jede ganze Zahl (ohne -1, 1) besitzt einen Primfaktor.

21|x und 18|x

Primzahlen genau die minimalen Elemente
der Teilbarkeitsrelation-Halbordnung.

Vn,m € N (p|nm = p|n V pjm)

Primfaktorenzerlegung

1350 = 10-135 k
= 2-5-3:45 a;
= 2:5-3:5:9 n= Ii[]%
= 2-5-3-5-3-3 i=1
=2.3:3:3:5:5 = 2.52.33

kgV berechen

kgv (405, 1350) =
405 = 3-3-3-3.5

1350 = 2-3:3:3:5-5
2:3-3:3:3:.5:5 = 4050

Chinesischer Restsatz

Der Chinesische Restsatz hilft nur, wenn die Module teilerfremd sind. Sind
sie nicht teilerfremd, so kann das System keine oder mehrere Lésungen
in{0,1,...,n-1}haben.

|450-1350| + ggT(405,1350) = 4050

Kongruenz: Wenn zwei oder mehrere ganze Zahlen bei der Division durch m
denselben Rest haben. Ist genau dann der Fall, wenn sie sich um ein
ganzzahliges Vielfaches von m unterscheiden.

a und b sind kongruent modulom = a=b modm = a=nb

System von Kongruenzen
x Enl Y1
X En2 Y2

Lésungsmenge ist Restklasse [m]l'[il1 ng

X Enk Yk

Simultane Kongruenz (Algorithmus)

xr =32

3 x=2mod3 Gesucht: [x],
T=53 x=3mod5 n=3.5.7=105 —> Lésungsmenge [xlos
x =72 Xx=2mod7 0=x<105, x€ {0,1,...,104}

1. Wir berechnen:
N;=n,-n3=5-7=
No=n;-n3=3-7=21
N3=n-n,=3-5=15

2. Wir berechnen das multiplikative Inverse:

[ridm = ([35])"=([2]s)" =[2]s -> Siehe Abschnitt Modulare Arithmetik
[radne = ([2116)" = ([11s)" =115

[rslns = (151 = (1) =[],

3. Damit berechnen wir:

yaNirs + YoNaro + ysNgrs = 2-35-2 + 3-21-1 + 2:15-1 = 233

Restklasse: [233]i0s = [23]i0s = {23 +105z | z€Z }
23 = 233mod105 = 233-[233/105]-105

Somit: x = 23



Modulare Arithmetik

r=ps:&n|(r—s).

Negative Restklassen
[-50)i01 = [61)ie1 —> -50+101=51

Priifungsaufgaben

Relation

«r ist Rest von s modulo n»

n ist Teiler von (r - s) r = Rest s = beliebige Zahl
r=,s & smodn=r & mod(s,n)

Achtung, nicht zu verstehen als r%n = s, sondern s%n =r
d.h.r =, s ist eine Relation und keine Operation.

Jede binare Relation auf einer Menge mit nur einem einzigen
Element ist reflexiv: wahr, weil R = {(a,a)}

Restklassen § 2 1< s ist ein Anfangsabschnitt von 7.

Geben Sie eine unendliche Menge sy, s1, Sa, . . .
der Relation < paarweise unvergleichbar sind.

von Bindrsequenzen an, die beziiglich

2ln:={z€Z]|x=, 2} (5 Punkte)

zln={2+yn|yeZ}

Schreibweise: [z], oder k z ist Rest s0=0, $=10, s,=1M0, s3=1110, s,=1.10
Die Relation E_n_ ist fUr jede natlrliche Zahl n eine Aquivalenzrelation. _;;Lh“w — PRI [ —
Z./n = Menge Aquivalenzklassen: [z], --> Xxmodn=2z -
Aquivalenzklassen wenn wir durch n teilen: [0, [1],, [2], ... [n-11.= Z/n &5 Je Nein Neln
7. mod 4 hat Aquivalenzklassen { [014, [1]4, [212, [31:} = Z./4 I}/ NEIN NEN | NEIN
[w}n + [y]n = [z + y]n []n - [Y]n = [zy]n
Multiplikationstafel S —"ZJ
VerknUpfungstabellen bei Multiplikation von Restklassen: Neln Ja Ja
Bsp: Z./6 26 [XIe=[4ls x=5 > (2:-XYmod6=4
01123415 e NEININEIN | NEIN
2002 4 02 4 Rest (= Aquivalenzklassen)
4=(2-5)mod 6 S o
Zwei Lésungen: e " e
[2]6 - [2]s = [4]6 > 4mod6=4 Logik

[2]s - [5]s = [10]s = [4ls > 10 mod 6 =4 Alle Vielfachen einer natiirlichen Zahl mit der Eigenschaft E haben selbst die

Eigenschaft E.

Vx (V(x, n) A E(n)=E(x))

F=-p= (=pA-q)

Ist die Formel F erflllbar? Begriindung?

Ja, wenn p wahr, weil: =p = (=p A =q) =p V (=p A =q)

Bei Addition kann auch eine Tabelle (Additionstafel) verwendet werden,
oder so ausgerechnet werden. Bsp: 7./12
[Ole+ [Xle=[2112 & Xl2=[2]2=[9]2 > [X]2=1[2-9) » x=(12+(-7))=5

Multiplikative Inverse
[Kl, ist invertierbarwennk-r=1, & = 1/[kl, = [r], = &' k=1

S . Ty g =
[kl ist invers zu [r],, man schreibt auch (k) firr. Ist die Formel F allgemeingiltig? Begrindung?

Bsp Z./6: [2]s ist nicht invertierbar. [1]; ist invertierbar Nein, wenn (p, q) = (falsch, wahr)
lofj1|2]3]4]5
1/o|l1(2]|3]4]5 Mengen
2/o0f2[4]0]2]4 Aufgabe 3.2 (4 Punkte). Es sei X \ Y abzéhlbar und X iiberabzihlbar. Kénnen Sie

etwas iiber die Abzihlbarkeit/Uberabzihlbarkeit von Y aussagen? Begriinden Sie Thre

) Antwort.
Lésen von ([x].)" = [r],

Wenn x < n: -->Lemma von Bézout
Bsp: ([33],97" = [31]:s 33r+73x=1

Annahme: Y ist abzahlbar
X = X\Y (abzéhlbar) U Y (abzéhlbar) ist abzahlbar.

-

Das ist ein Widerspurch. Y ist somit Uiberabzahlbar. Beweis:
X\Y (abzéhlbar) A X (lUberabzéhlbar) => Y (berabzéhlbar

Wennx>n: -->xmodn=r

([219])" = ([10]w)* = [10]y --> 219 mod 11 =10
d.h.[219];; - [10]y =[]y --> (219 -10) mod 11 =1
Volisténdige Induktions

Bsp: Bestimmen Sie das multiplikative Inverse von 123 in Z./3211.

Lésung: Wir suchen die ganze Zahl r so, dass 123r + 3211x = 1.
-> Euklidischer Algorithmus:
ggT (3211, 123) =
3211 = 26-123 + 13
123 = 913 + 6

13= 2-6 + 1 r =-496, x = 19

Das multiplikative Inverse von 123 in Z./3211 ist Restklasse -496 = 2715

Bsp: Restklassen 7./12

Teilbarkeit
A 10: 5" + 7 ist durch 4 teilbar fiirn > 0
Induktionsanfang: n = 0: 5° + 7 = 8 ist durch 4
Induktionsschluss:
5™+ 7=55"+7
=45"+5"+7
=4-5"+(5"+7)

Rekursion (Folgen)

k  kx=1 ggTkn) =2 | %=R)"! E2: a;=2a,=anq+n2" =  a,=2+(n-1)2"
x= n) = =
1 1I-x=1 ggT21.12;=§ 1 Induktionsanfang: a; = a; +222=2+8=10=2+8=2+12°=2+ (2-1)2*"
2 2-x=1 ggr(212)=2
3 3-x=1 ggT(3,12) = 3 Z:\T (2A)=1 = 77:4 Induktionsschluss:
4 1-x=1 ggT412)=14%
5 5:.x=1 ggT(512)=1 5 MT W, = 3. % anet = ap + (N+1)2™1 =2 + (n-1)2™" + (n+1)2™" =2 + 202" = 2 + n-2"*2
6 6-%=1 ggr(612)=3 _
7 7-x=1  ggT(7,12)=1 7 33T (42, 5) =4 = §=5
8 8-x=1 ggT(812)=4
9  9-x=1 ggT(9,12)=3_ 33T(A’L)M)=4 i
10 10-x=1 ggT(10,12)=2
11 Ti-x=1 ggrd1,12)=1 1
Bsp: ggT(5,12)=1 => 5'=5=Xx
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Arithmetisch:a, —+d —>a, —+d —>a;...a,, — +d —> a,
Rekursive Form: a,n =a, +d

Explizite Form: a, = A+ (n—1)-d (n > 1) n-tes Glies
Um alle Glieder zu bestimmen braucht es:

Anfangsglied A = a, und Differenzd = a, - a,

geometrisch:a, —-q—>a,—-q—>a;...au—+q —>a,
Wenn der Quotient zweier benachbarter Glieder immer gleich gross.
Bsp 1 11

=551 = (o) = <1’§’17”'> q=1/72 (41

. ay
Rekursive Form: Gg+1 = Qg * ¢

Explizite Form: an = A - ¢" 1 (n>1) n-tes Glies
Anfangsglied a; = A

Explizite Definition —> Rekursive Definition
Bsp:a,=3n+7
a;=31+7=10 d=a2-a1=32+7-10=3 am=a,+3

Bsp: a, = n?

a=1

d: a,-a;#a3-a2 —> 2.Folge (b,), d.h. d=b, und apm=a;+b,
bn= am—a bi=a-a =3 bg=a,-a;=2
by=bi+byn-1 =3+2(n-1)=3+2n-2=2n+1

apm=a;+2n+1

Kleiner Fermat

Primzahltests in der Kryptographie.
Um zu Beweisen, ob eien Zahel keine Primzahl ist.

Ist p eine Primzahle, dann gilt fiir teilerfremde ganze Zahlen (ggT(p, a) = 1):
aP~1 =, 1 dh a-1 istdurchp teilbar
Bsp: p=7, a=-3 (-3¢ -1=728 728 ist durch 7 teilbar.

Fermatsche Primzahltest

Sind n und a teilerfremd (d.h. ggT(n, @) = 1) und ist a' — 1 nicht durch n
teilbar, dann kann n keine Primzahl (= zusammengesetzte Zahl).
Bsp:n=9, a=2 ggT(9,2)=1 28-1=255

255 ist nicht durch 9 teilbar. Somit ist 9 eine zusammengesetzte Zahl.

Varia

Defintion gerade Zahl {xeN|x=2k AkeN }

Defintion ungerade Zahl {xeN Ix=2k+1 AkeN}

Zahl ist Teiler von 20 {xIxI20} oder {xI|x ist Teiler von 20}
Teilbarbarkeit durch drei einer natiirlichen Zahl {x|x=3k AkeN }

Summenzeichen

Z(C' a,k) = cC- Z ag Xn:(cai+cb¢) = C(iai+ibi>
k=s k=s i=0 i=0 i=0
Z(ak—i-bk): Zak+zbk
k=s k=s k=s

n n n ar = a z
(Z(%‘W)) # (Z ak) : (Z bk) ; * k; "

Rekursive Definition einer Summe

n+1 n n+1 n+1
Z(cai +cb;) = Z(cai + ¢b;) + (cangr + cbpy1) =c (z a; + Z b¢>
i=0 i=0

i=0 =0
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