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Distributivitat: Reduktion (Benachbarte Terme) Shiftregister (serieller Input, parallsler Output)
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Q3 2 1 Qo
AV (BAC)& (AVB)AN(AVC) A.B VA =z BVA 1001 serieller Input T ? 1
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Beispiele Distributivitat: .
(AAB)V(AVB) & (AV(AVB))A(BV(AVB)) Frequenzteiler
((AA-B)V-A) & ((AV=A)A(-BV-A)

Boolesch Vereinfachung
Ziel ist die disjunktive Normalform (DNF). Jede boolesche Funktion besitzt
genau eine DNF.

Beachten beim Vereinfachen: Zustandsdiagramm (ohne Input)

-PVPV-Q © TV-Q & T T bei V beibehalten.
Bei A kann auf T verzichtet werden: AA(-BVT) & AAT & A 1)/ Symbol
Zustand @
Bsp: (1, (10 w
a W W Ausgénge

CBA V CBA V CBA VIBA
CA(RVB) v Ba(cv()
CA vV BA

ABE V AB  — A(BEVE) = A(CVE)

Minterm und Maxterm

A|B|C gesamt Minterme Maxterme

1]1]0]0 0 ~AVBVC
1]1]0 0 ~AV-BvVC
1]0]1 1 AN-BAC

1]1]1 1 AANBAC

0]0]0 0 AVBVC

0]1]0 0 AV-BVC
0]0]1 1 ~AAN-BAC

0]1]1 1 ~AANBAC

DNF: (AA—BAC)VUABAC)V(AAN-BAC)V(~AABAC)
KNF: (AVBVCA(AV-BVCOAAVBYC)AUV-BVC)
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Bindrsystem

10er-System: 31.05 = 3-10'4+1-10°+0-107' +5.1072
1251023 1125 11-2% 112!

Binar-System: 1011.1, =

Nibble = 4 Bit R:sis;:r I:ljeu:)ilch\r;vun%j by ba | bs b
Byte (Octet) = 8 Bit ' oub'e Yior
VVyord = 16 Bit 64 Bit Long Word H—jH—J
128 Bit Double Long Higher Lower
! Word Nibble Nibble

Jedes Bit wird in einer eigenen Speicherzellen (Flip-Flop) gehalten.

| Register | Bezeichnung | Maximal darstellbare Zahl
4Bit | Nibble (1/2 Byte) 0...154 —8...4+7
8 Bit Byte 0...255, —128...+127
16 Bit Word 0...65535, —32/768 ... +32'767
32 Bit Double Word 0...4294-10° | —2.15-10°...42.15-10°
64 Bit Long Word 0...1.84;-10" | —9.22-10'%...+9.22-10'8
128 Bit | Double Long Word | 0...3.40,-10% | —1.70-10%...4-1.70-10%

Wertebereich
Vorzeichenlose Zahlen (unsigned)
Von O bis 2"-1, z.B.O0 bis 15

Vorzeichenbehaftete Zahlen (signed)

Von -2"/2 bis 2"/2 -1, z.B.-8 bis 7

Carry (= vorzeichenlosen Ubertrag)

1101 0011 1101 0011

Zahlen Zahlen

1100 mit Vorzeichen 0100 4100 ohne Vorzeichen 0100

0101 0101

1011

1001 1001 0111

1000 1000

Overflow (= vorzeichenbehafteten Ubertrag)

Codewortlange (Bitanzahl) berechen. N = max. Wert + 1 zu enkodieren.

2">N = n>[log,N|=n> "lnN“

In2

Umwandlung Nachkommastellen:

264 + Rest

2 0 0.6875, 2 = 03750 + 1
133 + 2 = 6 Rest (1 0.3750, 2 = 07500 + 0
64 + 2 = 3 Rest 0 0.7500, 2 = 05000 + 1
34 + 2 = 1 Rest (1 0.50004 2 = 0.0000 + 1
g + 2 = 0 Rest 1
0.6875; = 0.1011,
26,4 =(11010;

Negativen Zahlen werden als 2er-Komplemente enkodiert
Beispiel: =5.254 in binar darstellen:

1. Schritt, Betrag im Binarformat
+5.254 =...000101.01,

2. Schritt, 2-er Komplement davon

Urspriingliche Zahl 00O0T1TO0TI1T 0 1,
1-er Komplement w 11101 0 1 0 ,
2-er Komplement wWw 11101 0. 1 1 5, <41

Somit ist =5.254 =...111010.11,

Beachte, dass es z.B. bei der Darstellung mit 4 Bit zu
zwei Problemen kommt:

— Die Zahlen +15 und -1 sind identisch

- Die Zahlen +8 und -8 sind identisch

Kennzeichnung ob eine Binarzahl negativ ist oder nicht: Wenn
ganz links keine Null steht. Bsp:

1111, ist negativ = -1

0111, ist positiv =7
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Rechnen
Addition

Erster Summand

Zweiter Summand +
Ubertrag 1
Resultat 1

JFOR

o ~-|= o

o ~-|o =
-

Substraktion
1101'0010'1001
-0010'0101'1000

411 -1

=1010'1101'0001

Der gréssere Term muss
zwingen oben stehen!

Oder es wird das 2er-Komplement addiert. Beispiel: 3.54 — 5:04 = -1.54

3.5 W 0001 1. 1,
-5.04 + w1101 10,
Ubertrag 1o

Resultat W 1111 0.1,

Um den Betrag zu prifen (wenn das Resultat negativ sein soll),
bilden wir das 2-er Komplement davon:

Resultat .1 11 10 1,
1-er Komplement 0 00O 1 0 4
2-er Komplement 0000 1 1,

Beispiel: -9 + 37, 9 =001001, -9 =110111, 37 =100101

100101
+ 110111 <-- 2-er Komplement mit 1 «auffullen»
=011100 = 28

Multiplikationen

101, x 1110,
11 0 1-1-14
+ 0000 +0-2-14)
+ 1110 +H1-4-14)

Falls eine Zahl negativ ist, wird die postive Zahl davon multipliziert und
dann das 2-er Komplement vom Resultat gebildet.

Division
[1totio= 1010 =LO_
[ -toto}
—-—’(_/_—
ool L1
0 a
Lo
| -lLoto
U 'Y
0109 — Rest
Es kann auch eine Polynom-Division oder -Multiplikation durchgefihrt
werden,
siehe Abschnitt.



Allgemeine Codes

BCD Code (Binary Coded Decimal) wird verwendet, wenn bindre Zahlen im
Dezimalformat auf einer Anzeige dargestellt werden sollen.

Bsp.: 174 soll in BCD dargestellt werden
Lésung: 1'74=0001"'0111pcp

Umrechnung der BCD-Zahl in die normale bindre Darstellung:

Wertigkeit 10erZif fer ~ Wertigkeit  lerZif fer
’ =~ —N— =~ —N—
0001'0111gcp = 104 - 0001gcp + 14 - Olllpgep
= 1010, -0001pcp +0001;-0111pcp
= 101050001, +0001,-0111,
= 1010, +0111,
= 10001,
Gray-Code

Idee: Bei zwei benachbarten Codeworten wechselt stets nur ein Bit,
d.h. nur 1 bit muss umgestellt werden. Der Ablesefehler betragt
maximal ein Bit.

Umwandlung:

Binar- nach Gray-Wandlung:  Gray nach Binar-Wandlung:

g3=b3 b3=g3
g2=b3 $ b2 b2 =b3 $ g2
g1=b2$ b1 b1=b2$ g1
g0=b1$ b0 b0 =b1$ g0
Dezimal- Binircode Gray-Code 7 o 1 1 1,0 1 0 O
wert by by by by g3 & &1 g 8 I 0 0 o0]1 1 0 0
0 00 0 0[O0 0 0 0 9 1 60 1|1 1 0 1
1 0 0 0 1,0 0 0 1 10 1 0 1 o1 1 1 1
P 0O 0 1 0l0o o0 1 1 11 1 0 1 1|1 1 1 0
3 0 0 1 1o 0o 1 o 12 1 1.0 OoOf1 O 1 O
4 01 0 0lo 1 1 o 13 1 1 0 1|1 0 1 1
5 01 0 1,10 1 1 1 14 1 1 1 0|1 0 0 1
6 01 1 0l0 1 0 1 15 1 1 1 1|1 0 0 O
Ascii
Dec Bin Hex Char |Dec Bin Hex Char |Dec Bin Hex Char [Dec Bin Hex Char
0 00000000 00 [NUL][32 00100000 20 space|64 01000000 40 @ 96 01100000 60 °
1 00000001 01 [SOH][33 00100001 21 ! 65 01000001 41 A 97 01100001 61 a
2 00000010 02 [STX]|34 00100010 22 66 01000010 42 B 98 01100010 62 b
3 00000011 03 [ETX][35 00100011 23 # 67 01000011 43 C 99 01100011 63 <
4 00000100 04 [EOT][36 00100100 24 § 68 01000100 44 D 100 01100100 64 d
5 00000101 05 [ENQ][37 00100101 25 % 69 01000101 45 E 101 01100101 65 e
6 00000110 06 [ACK]|38 00100110 26 & 70 01000110 46 F 102 01100110 66 £
7 00000111 07 [BEL][39 00100111 27 ° 71 01000111 47 & 103 01100111 67 g
8 00001000 08 [BS] [40 00101000 28 ( 72 01001000 48 H 104 01101000 68 h
9 00001001 09 [TAB]|41 00101001 29 ) 73 01001001 49 I 105 01101001 69 i
10 00001010 OA [LF] [42 00101010 2A * 74 01001010 4a J 106 01101010 6A j
11 00001011 0B [VT] [43 00101011 2B + 75 01001011 4B K 107 01101011 6B k
12 00001100 OC [FF] [44 00101100 2Cc 76 01001100 4C L 108 01101100 6C 1
13 00001101 0D [CR] [45 00101101 2D - 77 01001101 4D M 109 01101101 6D m
14 00001110 OE [SO] [46 00101110 2E . 78 01001110 4E XN 110 01101110 6E n
15 00001111 OF [SI] (47 00101111 2F / 79 01001111 4F O 111 01101111 6F o
16 00010000 10 [DLE][48 00110000 30 0 80 01010000 50 P 112 01110000 70 p
17 00010001 11 [DC1][49 00110001 31 1 81 01010001 51 Q 113 01110001 71 g
18 00010010 12 [DC2][50 00110010 32 2 82 01010010 52 R 114 01110010 72 r
19 00010011 13 [DC3][51 00110011 33 3 83 01010011 53 S 115 01110011 73 s
20 00010100 14 ([DC4]|52 00110100 34 4 84 01010100 54 T 116 01110100 74 t
21 00010101 15 [NAK]|53 00110101 35 5 85 01010101 55 U 117 01110101 75 u
22 00010110 16 [SYN]|54 00110110 36 6 86 01010110 56 V 118 01110110 76 v
23 00010111 17 ([ETB]|55 00110111 37 7 87 01010111 57 W 119 01110111 77 w
24 00011000 18 [CAN]|56 00111000 38 8 88 01011000 58 X 120 01111000 78 x
25 00011001 19 ([EM] |57 00111001 39 9 89 01011001 59 Y 121 01111001 79 vy
26 00011010 1A [SUB]|58 00111010 3A : 90 01011010 52 z 122 01111010 7A =z
27 00011011 1B [ESC]|59 00111011 3B ; 91 01011011 5B [ 123 01111011 7B {
28 00011100 1Cc [FS] |60 00111100 3C < 92 01011100 5C \ 124 01111100 7C |
29 00011101 1D [GS] |61 00111101 3D = 93 01011101 5D ] 125 01111101 7D }
30 00011110 1E [RS] [62 00111110 3E > 94 01011110 58 * 126 01111110 7E ~
31 00011111 1F [US] [63 00111111 3F 2 95 01011111 5F _ 127 01111111 7F [DEL]

logpasis(Numerus) = Logarithmus
log,, (u-v) =log () +log,(»)
log,,(u/v) =log,,(x) —log, (v)

log, (") =v-log,(x)

log,(u 1

log,(z) =n & z=a" logn(n) =1
a®=b & log,(a”) =log,(b) & z-log.(a) =log,(b) < z=1log,(b)

aloga(z) =2
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Hexadezimal

3 22 21 20 23 22 21 20
200|221\ 27 1220|220 P25 |20 2 10-er System | 2-er System | 16-er System
[ f1[rfofofs]o]1]
" 0 0000 0
Y Y
8+4+2=14 4+1=5 1 0001 1
E 5 2 0010 2
3 0011 3
Umwandlung n 0100 n
1004 = 16 = 6 Rest 4 5 0101 5
65 + 16 Rest 6 6 0110 6
7 0111 7
100, =64 8 1000 8
9 1001 9
Addition 10 1010 A
11 1011 B
Erster Summand 3 0CE 3 A,
Zweiter Summand + A1 F 3. 1 2 4, 12 1100 C
Ubertrag 101 13 1101 D
Resultat D2C 1 4C, 14 1110 E
15 1111 F
Beispiel
3 2 1
D29, 1)9-8=14=1,
-258, 2)2-5=-3 -> -3+16=13,=D, mit Ubertrag 1
: 3)13-2=-1=104= A,
=AD1,

Oder mit 2-er Komplement:

1101'0010'1001
+1101'1010'1000 <-- 2-er Komplement
=1010'1101'1001

3. 2 1

D29, 1)9+8=17 -> 17-16 = 1 mit Ubertrag 1
+DAS, 2)2+10+1=13,=D,

! 3)13+13=26 -> 26 - 16 =104 = A,

=AD1,

1-Bit Arithmetik

Auch Modulo-2-Arithmetik gennant. Kein Ubertrag.

Bindre Codes im Sinne der Kanalcodierung (zum Beispiel ¢; = 101) sind
keine bindren Zahlen wie z.B. 101,. Gerechnet wird deshalb bitweise.

Addition = Substraktion, entspicht @ (XOR)
0®0=0 o®1=1 1®0=1 1®1=0

Multiplikation = Division, entspricht & (AND)
0-0=0 0-1=0 1-0=0 1-1=1

1-Bit Polynom

101001 = 1-25+0-z2*+1-22+0-22+0-2'+1-2° = Zz5+2z8+1
Beispiele

Addition / Substraktion

(ZB+z22+1)£(2+z+1)

22 (120)+22-1x1D+z22-(0x1)+2°-(1£1)

=z3+2z

Multiplikation
(z2+z+1)-(z2+2)

@+ )+ (P +2)+ (2 +2)
=z*+z22-(1x)+22-(1x1)+z
=z'+z

Division
5o
10Ol tlg-joll =
ilO{{j
01t
1000
(otlo
trot!

Bl A

1

(0f wit Rest |

Ken: U"’/ﬁa\uj bei -Gt -Ar. Add b,



Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit eines Events
Fur ein einziger Event. Events in S sind gleichformig.
|A| size of event
- ﬁ = size of all events

P(A) O0<PA) <1

Rule of Sum (mutually exclusive, statistisch unabhangig)
For mutiple events, which cannot happen at the same time.
_|Al+|B]

P(Aor B) = P(A) + P(B) X

Rule of Sum (generalized, statistisch abhéangig)
For mutiple events which can happen at the same time.

P(A or B or both) = P(A) + P(B) — P(AN B) = w

Rule of Product
Intersection of multiple independent events.
|4l |B| _|A-B|

P(Aand B) = P(A)- P(B) = g/ |g1 = [P

Conditional Propability (Bedingte Wahrscheinlichkeit):
P(A | B) = A given B. For a subset of events.

P(A given B) = lA‘;‘BI

Examples
Rule of Sum (mutually exclusive)
Mary's Wardrobe has 2 green, 3 red, and 4 blue skirts. What is the
probability that she chooses a green or blue skirt.
2 4 2
P(G Bl =—4+-=-
(Green or Blue) oto=3
Rule of Sum (generalized)
1) There are 34 marbles. 14 blue marbles of which 4 are also striped.
16 marbles are striped in total. What is the probability that you draw a
marble that is either blue or striped?
14 16 4 13
P(BI triped) = — + — — — = =
(Blue or striped) 34-4-34 34~ 34
2) 20-seitiger Wirfel. P(gerade und Primzahl)?
s={1,2,..,19,20}
Egeraee =12, 4,...,18,20}, Esim={2,3,5,7, 11, 13, 17, 19}
Egerade und Prim = { 2 }
P(gerade) = 10/20, P(Prim) = 8/20
P(gerade und Primzahl) = (Egerade *+ Eprim — Egerade und prim) / S
= (10+8-1)/20 = 17/20

Rule of Product

4-seitiger Wirfel und eine Miinze.

Was ist die Wahrsch. flr eine ungerade Zahl und Kopf?
Sw=1{1,2,3,4} Ey={1,3}

Su = { Kopf, Zahl} Ex = { Kopf}

S =Sy X Sw = {(1,K), (2,K), (3,K), (4,K), (1,2), (2,2), (3,2), (4,2) }
P(Ungerade und Kopf) = Ey/Sw - Ex/Su = 2/4-1/2 = 2/8=1/4

Bedingte Wahrscheinlichkeit

6-seitiger Wiurfel. Was ist P(3 oder 5) wenn die Zahl ungerade ist?
Sungeradez{ 1, 3, 5} E={31 5} P(E) = 2/3

Erwartungswert
E(X) = Xq - P(X)) + Xo - P(X2) + ...+ Xn - P(Xn)
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Polynom-Division / Multiplikation

Multiplikaiton
101 - 1110

= (z‘t'l)- (2;4 Zztz)

S B TS A T I A

VC\
=Tz (1?7)‘154 (1ﬂ’l)‘z‘r1 (’L‘e:;).zs .
=0 =6

=0

21F v 02405 0+ 4127+ 124+0

= 1000717710

Division

(totro = 1to = ool (54:6=1)

(25* PARIEAE z)r (2% + 2) = 2+ 7

-@E b

o ] 2 + 2
— (e )
T
v v

Lineare Algebra

Multiplikation

Resultat Matrix: Reihen a x Spalteng
[ aip a2 ] r 1 [ Ci1 C12 Ci3 T
R bia | biz | bi3

Aosez | an ax - Bsxo bor | boo | bos =0C3x3 | co1 C2 3
| a3 a3 | - - | €31 C32 C33 |
[ an an b : [en e as ]
—_— 11| bi2 | bi3

Azuz | @ ax |- Bixe by | by | by | Csx3 | ca1 Cp Ca3
[ @31 Q32 | N - L €31 C32 C33 |
[ aip a2 ] r 1 [ Ci1 C12 Ci3 T
o biy | biz | bi3

Az | am az | - Bixe by | Doy | bos | Csxs | ey ca2 cC23
| a3 a3 | - - L €31 C32 C33 |
[ api; a2 ] r 1 [ Ci1 C12 Ci3 T
B —— b1y | b1z | bi3

Asz | am a | - Bixe by | by | byy | Csx3 | ca1 C2 33
[ @31 Q32 | - - L €31 C32 C33 |

Bsp: C3z = @31 b1z + @32 - b2

A-B # B-A (Kein Kommutativgesetz)
a | a2
bii bip b dyi dio
Bso | 52| - Agy a a = Dyyo | ———%
32 { by byy bos 2x3 21 | Q22 22 | 0 doy
asy | as2

Einheitsmatrix / Identitatsmatrix
100

Az1- Iswz3 | 0 1 0 [ = A3
00 1

Inverse Matrix A-*

Ist A invertierbar, dann gilt: A-A* = A1-A = |

Transponierte Matrix AT

14
A= { N ] AT=| 275
36



Informationstheorie

Anwendungsbereiche:

— Datenkompression

— Datenubertragung und Fehlerschutz
- Datenverschlisselung

Kommunikationssystems:

Daten-
Daten- Daten- Daten- Ubertragung
Quelle P! i Ver ] und
Fehlerschutz

| — o~ @

Kana
0 v

1

Daten-
Empfang
und

Daten- Daten- Daten-

Fehlerkorrektur

= Gewichteter Mittelwert (Erwartungswert) des Informationsgehalts
einer (Daten-)Quelle.

Tiefe Entropie: Hohe Vorhersagbarkeit des nachsten Symbols/Ereignis
Hohe Entropie: Tiege Vorhersagbarkeit des ndchsten Symbols/Ereignis.

Nur fur stochastische Prozesse, resp. gedachtnislose (statische) Quellen,
d.h. ignoriert die Symbol-Verteilung/Anordnung -> DMS/BMS

Je gleichverteilter ein System, desto héher die Entropie.

(= schlecht flr Komprimierung).

Die Masseinheit Bit/Symbol gibt an, wie viele Bits im Durchschnitt pro
Symbol notwendig sind, um die Information der Quelle darzustellen.

-> Komprimierung

Formel

Informationsgehalt

Informationsgehalt = Uberraschungseffekt
Information beseitig Unsicherheit/Unbekanntes.
Mit jeder Frage wird Unbekanntes beseitigt (Beispiel Jasskarten).

1 Bit hat zwei Mdglichkeiten und ist die kleinste Informationseinheit.
Bit = Einheit

Informationsgehalt ist der Kehrwert der Wahrscheinlichkeit:
I(Xy) =1/ P(X,) (= Einheitslose Formel)

Die Masseinheit Bit gibt die Anzahl Bits an, die fir das Codieren des betr-
effenden Symbols notwendig waren (wenn alle Symbole dieselbe Auftreten-
swahrscheinlichkeit hatten).

Formeln
I(zn) = —logy(P(zs)) (Bit)

Inin=0 bei P=1 [nx=° bei P=0 /X, =1 heisst 50-50
Wenn alle Ereignisse x, dieselbe
Auftretenswahrscheinlichkeit haben: 1 (x,) = log, N

N = Anzahl Ereignisse/Symbole

I—>P

1
P(ZL’n) - 2[(1.")

Unabhangige Mehrfach-Ereignisse, d.h. P(A und B)

1 1 1
I =1 =1 1 =
(Xn, Xm) 0 BT P 2B + % Bl 1 (xn) +1 (xm)

Beispiel Wetter:

P(Wo) = P(Wo,Wo)+P(W1,W0)+P(W2,W0) P (xn, xm) = P(x) - P (xm)

Beispiel Jasskarten: Wieviel Mal muss gefragt werden, bis eine spezifische
Farbe gefunden wird? Es gibt 36 Karten in 9 Farben.

P(Karte) =9 / 36

I(Karte) = -log»(9/36) = 2 (Bit) --> Es muss zweimal gefragt werden!

Beispiel Lottospiel:
Wabhrscheinlichkeit dass Event { 7, 9, 13, 20, 35, 40 } eintrifft:

T 424140 39 38 37

Informationsgehalt:

I(gewonnen) = -10g»(1.91 - 107) = 22.3 (Bit)
--> Uberraschung ist hoch = trifft selten ein

I(verlohren) = -log,(1 - P) = 2.8 - 1077 (Bit)
--> Uberraschung ist tief = trifft oft ein

-> 1 - P(x,) = Gegenereignis
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N-1
H(X)=Y P(xy)-1(xy) (Bit/Symbol)

(Bit/Symbol) = Wieviele Bits pro Symbol notwendig sind,
damit die Information nicht verloren geht.

Die Summer aller P(x,) muss 1 ergeben. Ansosnten fehlen Symbole.

Entropie einer bindren gedachtnislosen Quelle (BMS):

[Bit/Symbol]

1 1
Hb=P‘10821—7+(1*P)'10g2E

Binare Entropiefunktion

1

Entropie H (Bit/Symbol)
o
&

0 05 1

Wahrscheinlichkeit

Maximale Entropie
Bei Symbolen mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(xn) =1

N
N = Anzahl Symbole

Hiax = |092N (B|t/SymbO|)

Mittlere Wahrscheinlichkeit einer Quelle: P(X) = 1 / 2H®

Verbund-Entropie: H(X, Y) = H(X) + H(Y)
Symbole X und Y sind statistischun abhangig.
Z.B. Bei Huffman-Code

Kompression

Tiefe Entropie = hohe Kompression
Hohe Entropie = tiege Kompression

Bsp.: Eine Date hat Entropie H (Bit/Symbol) und N Zeichen,
dann lasst sich die Datei (theoretisch) auf folgende Grésse komprimieren:

N -H /8 (Byte/Symbol) = theoretische komprimierte Dateigrosse in Bytes.



Quellenkodierung

Urspriingliche Daten der Quelle

aftete D jon |

* Die Irrelevanz-

reduktion orientiert
' L sich an den
Irreversibel komprimierte e
Daton Irrelevanz Bediirfnissen des
v Empfangers.

Urspriingliche Daten der Quelle|

Verlustiose Datenkompression

Die Redundanz-
reduktion orientiert
sich an den
Eigenschaften der
Quelle.

Reversibel
komprimierte

Daten Redundanz

Préafixfreie Codes
Fur bindre Codes mit unterschiedlicher Codewortlange.
Kein Codewort darf eine Vorsilbe eines anderen Codewortes sein.

Symbol Code Codewortlidnge
X0 20:(10) {yp =2 Bit
X1 ¢ = (110) ¢y =3 Bit
X ¢, =(1110) 0, =4 Bit

Theorem zur Quellencodierung: siehe Abschnitt RRR

DMS

(Discrete Memoryless Source): Aufeinander folgende Symbole sind (statis-
tisch) unabhangig (vorheriges Symbol hat kein Einfluss auf neues Symbol).
—> BMS (Binary Memoryless Source): Eine DMS mit Bit als Symbol.

LZ-77

Verlustloses Kompressionsverfahren fiir Grafikformate (Tiff).

Token = (Offset, Lange, Zeichen)
Offset:  Index/Position im Such-Buffer (falls Match/Ubereinstimmung)
Lange: Match-Léange
Zeichen: Nachstes Zeichen nach Ubereinstimmung

Zeichen im Vorschau-Buffer (Sliding Window) im Such-Buffer suchen.

Encoder
-Gl Vorsthom - Befle
2“5 a3 ; : (5/”\’/*7 M/»M»v) «— Dala S%GOW\

| (A MA MM MA AN Teken(0:04)

Takln(U/ o M)
Tf/ku\(’, /4)
Tokea(#,2,4)

| A\MAMMM\AAAM.._
| WR | B A M A AA M.
| AwsAM EAAA M| -

Decoder

Tokeas Guhler

(o04) A

(0,0, AlM

(T, #) AT A M

(G k) A MM mIEA A

(6,%T) A M AMFA A A [AMMAAT

Beste Kompression: Desto langer der Suchbuffer, umso kleiner die kom-
primierte Dateigrdsse, d.h. max. Suchbuffer-Ladnge = Datei-Lange.
Typische Grdssen sind 4095 Zeichen im Such-Buffer und 32 oder 64
Zeichen im Vorschau-Buffer.

Tokengrésse: [log, V| 4 [log, ST+ Z
V = Lange Vorschau-Buffer

S = Lange Such-Buffer

Z = Grosse Symbol in Bit
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LZW

Standardmassig initialisiert mit Byte-WErte 0-255, d.h. Ascii-Zeichen sind
im Woérterbuch immer vorhanden.

Jeder Token ist eine neuer (einzigartigger) Eintrag im Worterbuch.
Token = (Index im Wérterbuch)

Wichtig: Ist die Quelle nicht abgeschlossen X = { X1, X2, ... } wird das
letzte Zeichen nicht mitgeschickt bzw. kein Worterbucheintrag.

((I:Jx:;) Bintiny J}:ﬁ:‘&,)
1 29 e (69 T
2253 CA (6D o
3.25¢ AC (69 g:gg
T e v Cc=-67
5 260 Be (48
b 261 cec (256
?.262 BB (259
Decoder

Der Decoder erzeugt schrittweise Wérterbucheintrdge, angefangen mit
dem ersten gelieferten Token.

Index | String | [ Output Index | String | [ Output Index | String | [ Output
256 | A A 256 | AM A 256 | AM A
257 | Mo M 257 | MO M 257 | MA M

258 | AMO | | AM

(67) (68)(65) (69 (46) (256)(254) --
A ¥

C ¢ A ¢ B « (B

Token-Grésse: [log, Inidizes|
Komprimierte Dateigrosse: Token-Grosse - Worterbucheintrage

Indizes = eintrage im Worterbuch

Beste-Kompression: Grundsatzlich desto grosser die Dictionary-Size,
umso kleiner die komprimierte Dateigrosse.

Lauflangencodierung (RLE)

= Run Length Encoding (RLE)

Ketten von identisxhen Zeichen werden zusammengefasst. Das seltenste
Smybol wird als Marker verwendet.

Token = (Marker, Run-length, Symbol)
Bsp.: M4B - BBBB (Marker = M, Run-length = 4, Symbol = B)

BBBYRRGBBY - G3BYG2R G1G G2BY

Token-Grosse
Marker-Grosse + Run Lengh-Grosse + Symbol-Grosse
Bsp: 4 Bit + 3 Bit + 4 Bit = 11 Bit

Hinweis: Marker-Grosse = Symbol-Grosse

Die Serialisierung kann zeilenweise,
diagonal oder Uber das ganze Bild erfolgen.

Wichtig: Ist Run-Lengh grésser als die gewahlte Run Lengh-Grdsse, so teilt
man das Token auf: Bsp mit 3 Bit fir Run-Lengh (= max. 7):
BB...BB (11x) - G7B G4B

Enkodierung eins Runs (z.B. A2B) lohnt isch erst, wenn Token-Grosse
kleiner als die Summer der individuellen Symbole.
Bsp: M2K hat Grosse 11 Bit, KK hat Grosse 8 Bit

Anwendung: einfache Bildformate wie Gif.



Audiocodierung

Analog to digital

1. Filterung
Hohe und die zu tiefe Frequenzen werden entfernt. Das Signal wird also auf
einen horbaren Frequenzbereich (typischerweise 20-20kHz) begrenzt.

2. Abtastung
Mit einer bestimmten Abtastfrequenz (Hz) wird die Amplitude des Signals
gemessen.

Abtasttheorem von Shannon: Fapust > 2 « frax
Die Abtast-Frequenz nuss mind. doppelt
SO gross sein wie maximale Frequenz.

Signal 3900Hz

Abtastfrequenz = 8000Hz

Ublich ist 44,1 kHz als Abtastaufldsung bei CDs.
Somit kdnnen Signale bis zu 22°050Hz codiert werden.

Spiegelung

Wenn Faotast / fmax < 2

Resultierendes Signal: Fastast = fmax

Bsp: Abtastfrequenz 8 kHz

Originalsignal 7 kHz - erkanntes Signal 1 kHz
Originalsignal 5 kHz - erkanntes Signal 3 kHz

3. Quantisierung

Die Amplitude des Signals wird mit einer bestimmten Anzahl

Bits (=Auflésung/Level) gemessen und auf die néchst gelegene Zahl
gerundet (quantisiert). Es ensteht der sog. Quantisierungsfehler.
2Bt = | evels. Bsp.: 3 Bits = 8 Levels, 16 Bit = 65536 Levels

Ublich 16 Bit bei CDs.

e 111

e

2 Bit Auflésung 3 Bit Auflosung

Quantisierungsrauschen:
Differenz zwischen Quantisierung und Signal.
Wird kleiner bei grosserer Anzahl verwendeter Bits.

1 = ' —

/ . 7 ke .
o N 3 Bit o 7N 5Bit |
ot [/ | osf \ {
oal A \TL ol / b 1
wlf alf \ ]
3 \} A o« \ /_
\

u N / it \ /1
" A b o . p

e a1 B, A A

Mit jeder Erhéhung der Anzahl Bits halbiert sich das
Quantisierungsrauschen und nimmt um 6dB ab.

Bsp: 24 - 6dB = 96dB kleiner als die hochste Amplitude.

Bsp: Rauschen bei 11 Bit ist um 12 dB grdsser als bei 13-Bit.

4. Codierung

Datenrate: Anzahl Bit pro Messwert multipliziert mit der Abtastfrequenz.
Mono: 44’100 Hz - 16 Bit = 705’600 Bit/s.

Stereo: 44’100 Hz - 2 Byte - 2 Kanéle = 176’400 Byte/s = 1.411 MBit/s

Puls Code Modulation

Linear quantisiert
Absolute Stitzwerte werden encodiert.

16 16

Original
‘ X Out-PCM
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Differential-PCM (DPCM)
Die Differenzen zwischen Stitzwerte werden encodiert.

. ey .

+3

"

Original
X Out-DPCM

Adaptive Differential-PCM (ADPCM)
Auch Delta Pulse Code Modulation. Beste Codierung.
Differenz zum vorherigen Stiitzwert wird Glbernommen und korrigiert.

Die Korrektur wird Ubermittelt.
S:+7
A

/ —— oOriginal

X Out-ADPCM

+7

s
s
4
2
o

o 1 2 3 4 s 6 7 f

K = Korrektur

Wave File Format

Verlustfreie Audio-Codierung. Wave = PCM-Rohdaten und einen Header
mit Informationen Uber Format (z.B. SampleRate, ByteRate, BitsPerSample,
etc.). Die Qualitat des aufgezeichneten Klangs hangt dann von zwei
Werten ab, der Abtastrate und der Auflésung der Quantisierung (Bit-Tiefe).

Tonerzeugung Samples S
. Frequenz f
S. = K *sin (1*27”*]() Abtastrate R
‘ R Amplitude K = 251 (bei 16Bit pro Sample)

21 - f / R = Intervall (Distanz zwischen Abtaststitzen)

Free Lossless Audio Codec (FLAC)
Verlustfreie Audio-Codierung/Kompression. Codierung éhnlich LZ.

MPEG

Lossy Audio Codierung / Verlustbehaftete Codierung.
— Ausnutzung der menschlichen Hérschwelle
- Ausnutzung des Maskierungs-Effekts

Hoérschwelle

Menschliche Gehor ist fir Frequenzen zwischen 3500 und
4000Hz am empfindlichsten. Horschwelle bis zu 1kHz bei 5dB.
Menschliche Hoérschwelle ist individuell und altersabhangig.

Tiefe Frequenzen missen laut sein um wahrgenommen zu werden.
Eine Verdoppelung des Schalldrucks entspricht einer Zuhname des
Schallpegels um 6dB (6.02dB).

Hérschmerzgrenze

Horbarer Bereich

Horbarer Ton

Sound Pressure Level (dB)
g
1

i 4
104 i Unhorbarer Bereich i unhorbare Téne

=T T T T T — L — T
156 312 625 125 250 500 1000 2000 4000 8000 16000
Frequency (Hz)

Maskierung nachste Seite



(Spektrale) Maskierung / Wahrnehmbarkeitsschwelle

Ein lauter Ton «maskiert» andere Téne mit leicht unterschiedlicher
Frequenz bzw. macht nahegelegene Téne bis zu einem gewissen Pegel fur
eine gewisse Zeit unhérbar.

Maskierung 1000 Hz, 60 dB

e Horschwelle
50 === -Wahrnehmbarkeitsschwelle

\ —— 1000 Hz

d8
%

o
100Hz 200Hz 300Hz 400Hz 500Hz G600Hz 700Hz 800Hz 900Hz 1000Hz 1100Hz 1200Hz 1300Hz 1400 Hz 1500 Hz 1600 Hz 1700 Hz mqu Hz

10

Frequenz

Irrelevanz Reduktion / Sub-Band Coding
Informationen, die das Gehor aufgrund seines begrenzten zeitlichen und
spektralen Auflésungsvermégens nicht aufnehmen kann.

Idee: Das Frequenz-Spektrum in Sub-Bander unterteilt und verwendet nur
so viele Bits wie nétig, damit das Quantisierungs-Rauschen gerade noch
unter die Maskierungsschwelle kommt. D.h. flr verschiedene Frequenzen
werden werdne unterschiedliche Auflésungen (Bits) verwendet.

Durch Verwendung von weniger Bits wird das Quantisierungsrauschen
erhoht, aber die Kompression verbessert.

Es muss Horschwelle und Maskierung berechnen werden.
Bsp: Frequenzspektrum eines Musik Stilicks

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 B10 B11 B12 B13 B14 B15 B16 B17 B18 B19 B20 B21 B22

] I A
Unhorbares Quantisierungs-Rauschen
bei unterschiedlicher Quantisierung pro
Sub-Band
70
g 60 N /
o 0] / Maskierungsschwelle
F N j / | ||
- 40 N L1+ Hérschwelle
S 30 - LA i
a
L 20
a
- y
5
(=3
wv

10 = /
Pt l—
0 -
\/
7 [H
-20 T T T T T T T
156 312 625 125 250 500 1000 2000 4000 8000

Frequency (Hz)

16000
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Huffman-Code

Es gibt keinen besseren prafixfreien Code.
Haufige Symbole erhalten kurze Codes, seltene erhalten lange Codes.

Vorgehen:

1) Symbole werden steigend nach deren P(x,) geordnet.

2) Nachststehende Symbole oder mit dhnlichster P(x,) werden sukkzessive
addiert. Das Resultat muss 1 ergeben.

3) Codeworte bilden: Pfad von einer Seite folgen (spielt keine Rolle welche).

(e [Spen| P9
Al 001)?
o | 44| [,

B 0.03%
OOLOJéOl A 003

0”5“,6 BA | 003 + L0160
0010 | AC | 0.0¢ s i‘o'”—"
=t 'ko.lz—~—-——— [

I|cA |0-06
0L0=4> ! 0.6%0

vool BB Jo. 04 ————

=23
0.1¢ Y 1.0

aloBc
- 0.3 1
ol |eB |odd |, %

=3
(lec 1036 '
=1 b

Optimierung: Wie im Beispiel kbnnen meherer Symbole zusammen-
genommen werden, was zu einer Minimierung der Redundanz fuhrt.

Redundanz R = Codewortlange L — Entropie H (Bit/Symbol)

Theorem zur Quellencodierung

R > 0: Es kann verlustrei komprimiert werden (solange L > H)

R < 0: Es kann nur verlustbehaftet komprimiert werden. D.h. die
Anzahl Bits pro Codewort, um die Information darzustellen

Bsp: R = 0.25 = 1/4, d.h. ein Viertel des Codes ist redundant
und kann optimiert werden.

Coderate R = Informationsbits K / Codebits N
Desto hdher, umso besser.

O0=<R<1, K<N

Kompressionsrate R = Anzahl codierte Bits / Anzahl originale Bits

Codewortléange L

¢, = Lange Codewort (Bit/Symbol)

N—-1
L="Y P(xy)ln
n=0

Permutation und Kombinatorik

Permutation (nPk)
Unter Berlcksichtigung von Anordnung.
Wieviel Mal alle Elemente angeordnet werden kénnen.
n!

nPk = ——— =k!-nCk

(n—k)!
Kombination (nCk)
Ohne Berlcksichtigung von Anordnung.
Wieviel Mal alle Elemente kombiniert werden kénnen = Binomialkoeffizient

n! _ nPk ( N ) NI

e ey S TR F)TFLNF)

n = Total Anzahl Elemente
k = Auswahl Elemente aus n

Beispiel
n={HO®A}
k=2

3P2 = 31/ (3-2)!
3C2 = 3!/ 21(3-2)!

{(HO OH HA AN 04 40 =5
{HO HA 04 =3



JPEG-Komprimierung

Verlustbehaftete Datenkompression
JPEG: Joint Photographics Experts Group

Die Irrelevanzreduktion orientiert sich an der Wahrnehmung/BedUrfnisse
des Betrachters. Bei verlustloses Datenkompresison spricht man von
Redundanz. Die Redundanzreduktion orientiert sich an der Eigenschaft der
Quelle.

Sieben Kompressionsschritte (Ubersicht)

. Transformation RGB in Luminanz/Chrominanz (Y C, C,)

. Downsampling Chrominanz (verlustbehaftet)

. Pixel-Gruppierung Farbkomontenten in 8x8 Blécke

. Diskrete Cosinus Transformation (8x8 DCT)

. Quantisierung Frequenzkomponten (verlustbehaftet)

. Entropy-Coding (der quantisierten Farbkomp.): RLE und Huffman-Code
. Einfigen von Header und JPEG.Parameter

~NOoO o~ wN R

1. Transformation RGB in Luminanz/Chrominanz (Y C, C,)

Chrominanz (Farbwert) Luminanz (Helligkeit / Graustufenintensitat)

0 255 O
v
B /
b

Transformations-Matrix:
(RGB)~>(YCbCr)

Cr = Rotanteil
Cb = Blauanteil
Y = Luminanz

Y 0299 0587 0112 | [®R] [0
C, |=|=0m687 <03313 ©5 ||G|+|128
Cy 05 =04187 =00813] |B| |128

Konstante basieren auf Erfahrungswerte.

(YCbCr) > (RGB)

R [ 0 1.402 Y
G|=|1 -034414 —0.71414||C,-128
Bl 1 1172 0 C,—128

2. Downsampling Chrominanz

Das menschliche Auge hat weniger Rezeptoren flir Farbe als flr Helligkeit.
Farbebenen Cb und Cr kénnen mit geringerer Auflésung dargestellt werden
als Helligkeitsebene.

v b Cr

H H

Downsampling = Mehrere Pixel werden mittels Mittelwert (Nearest,
Bikubisch, etc.) zusammengefasst.

Downsampling-Schemata

Schema-Indikator J:a:b  z.B. 4:2:0

J = Refernzbildblock-Breite, Ublich 4 (Pixel)

a = Wie viele Pixel auf der ersten Zeile vorliegen (nach Downsampling)
b = Wie viele Pixel auf der zweiten Zeile vorliegen (nach Downsampling)

Mit 4:2:0 wird die Anzahl Bytes um die Halfte reduziert:
Kompressionsrate R
2 - 2 Pixel 8 (Cb+Cr) + 1 - 8 Pixel (Y) 12

R =

1
3-8 Pixel (Y+Cb+Cr) 2472

3. Pixel-Gruppierung Farbkomontenten in 8x8 Blécke

Diese Blocke werden in den weiteren Schriten separat behandelt.
Schwachstelle: Das Optimum liegt nicht zwingend bei 8x8-Blécke. Das hat
historische Griinde.
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4. Diskrete Cosinus Transformation (8x8 DCT)

8x8 Bildblocke (Ortsbilder) werden in 8x8 Fregzenzbilder transformiert.

Bldblece  Foquch, &"’L;M DC = Hellighod mikul-
}; / W'u Block.
{ i% ot : AC = F/:\iwnuvn
H et «
%L:{mxun :"‘w Kakn /14,,.414)4&\&, Pl
v f« 7
VM\T&,EJM rep Gsatienen -Iﬂ"—:: rten

DC-Wert: Reprasentiert Helligkeit-Mittwelt pro Block

AC-Werte: Amplituden der Ortsfrequenzen = Verlaufe, Kanten, kontras-
treiche Pixel. Hohe Frequenzen liegen im unteren rechten Bereich des
Frequenzbild.

Basisfunktion: 64-mal 8x8 Blocke

= R

Forward DCT (Encodierung)

7 7
1 2z 4+ Dull 2y + 1l
F, = ZC"C” E E B, cos ( 16 ) cos ( 16

x=0y=0

Inverse DCT (Decodierung)
77

1 (2 + 1)ull (2y + 1)vll
B!/J' = 1 Z Z CUCL'FK'U COs ( 16 ) COs ( 16

u=0v=0

Cu.C, = % fiir w =0 oder v =0
Cy,C, =1 fiir alle anderen Félle (u # 0 und v#£0)

5. Quantisierung Frequenzkomponten

Das Frequenzbild wird mit einer (experimentell gegeben) Quantisierungsta-
belle (8x8) dividiert und gerundet.

Fu = [Fu/ QW]
» - F‘,u = round(F,/Q,,
Originale Koeffizienten (F,,) Quantisierungstabelle (Q,,) (FodQu)

16 11] 10 16] 24] 40]
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20] 57|
51| s7]
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2|E
i
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2 [85 |0 o [ oo i
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o
1
o
1]
1
2|

Llelelelolslo

wlofo s
slolvivloll

92[ 95| e8| 112

Quantisierungstabelle kann auch skaliert werden um die Kompression noch
mehr zu optimiert (oder umgekehrt).

Dadurch gehen tiefe Werte im hochfrequenten Bereich verloren.
Hohe Frequenzen werden weniger wahrgenommen (= Irrelevanz).

6. Entropy-Coding

Die quantisierten Koeffizienten werden diagonal (weil so die Frequenzen
angelegt sind) mit RLE encodiert und anschliessend mit Huffman-Code
enocidert.

RLE (nicht die typische RLE!)
Tokens = (DC Wert) (Anzahl Nullen, Koeffizient)
(79) (1,-2) (0,-1) (0,-1) (0,-1) (2,-1) (0,-1) (EOB)

79 o] Al -0 of o o o
Pl of of of o o

Gl of of o o o o
1l o] o of o o o o
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of of of o of o o o
of of of o o o o o
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Kanalcodierung

Kanalcodierungstheorem

Mochte man die Restfehlerwahrscheinlichkeit eines Fehlerschutzcodes
beliebig klein machen, so muss Kanalkapazitidt C > Coderate R sein.
Ziel: Herauszufinden, wieviele Fehlerschutzbits noétig sind.

Coderate R = Informationsbits K + Codebits N K<N
Desto héher, umso besser.

O0=<R<1,

BER €

Bit Error Ratio: Bit-Fehlerwahrscheinlichkeiten €,5, und €159
Wahscheinlichkeit, dass 1 Bit in einer Sequenz falsch ist.
BER € = Anzahl fehlerhafte Bits + Gesamtzahl Bits

BAC (Binary Asymmetric Channel): Hat unterschiedliche € pro Richtung.

BSC (Binary Symmetric Channel):
€ ist unabhéangig vom Eingangssymbol, d.h. €51 = €150

Fehlermodell eines BSC (Binary Symmetric Channel)

x;=1 1€ o y;=1
€
= =
€
Xo=0 @& e @ yo=0
x=1 e o yi=1  xo—y0 P(yolx)=1-¢
x—y1 POilx)=¢
x1—yo P(olx)=¢
x0=0 Yo =0 x1—y1 Pilx)=1-¢

P(xo)- (1 —¢)

Symbolwahrscheinlichkeiten am Ausgang des BSC
P(y()) = P(xo)~(1—£)—|—P(x1)-£
P(y1) P(x)-(1—€)+P(x)-€

P(yo) + P(ys) = 1

Kanal-Entropie

Eine Storquelle fligt immer Entropie hinzu, und zerstért Information,

d.h. Entropie am Ausgang ist immer hoher.

Entropie am Eingang Entropy am Ausgang
1

1
mm=QHWM&ﬁm Hm=ZHmh&£ﬁ

= n=0

Gesamt-Entropie des Kanals
Hinweis: H(X,Y) # H(X) + H(Y) weil X und Y statistisch abhéngig sind.

1 1
H(X,Y) = P(x0,y0) logy — +P(x0,y1) -logy ——— +
(X,Y) (x0,0) %2 B lr000) (%0, y1) 82 B o)

1 1
P(x1,y0) -logy ———— +P(x1,y1) -logy ——
(*1,50) %2 B lery0) (x1,31) & Bl yn)

1 P(x0,y0) = P(x0) P (yolxo)

H(X7Y): Z P(x,,7ym)~10gzm P(xp,y1) = P(x0)-P(yi|x0)
=0 " P(iye) = P(u)-P(voln)

P(xi,y1) = P(x1)-P(yilx)

Bedingte Entropie (Y given X)
Anteil der Entropie des Ausgangs, die infolge von
Ubertragungsfehlern entstanden ist.

H(YX)=H(X,Y)-H(X) = H, (g)
Anteil der Entropie des Eingangs, die infolge von

Ubertragungsfehlern verloren ging.

HX|Y)=H(X,Y)—H(Y)

(Entropie Fehlerquelle)
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Entropie Fehlerquelle

H(e) = —€-log,(e) — (1 —¢) - log,(1 — &)

= H(Y|X)

Fehlerwahrscheinlichkeiten
N = Datenbits

Wahr. von Null Fehler: By y = (1— 8)N

Wahr., dass ein Fehler auftritt: | — (1 — E)N

Wahr. von genau F Bitfehler

N

PF,]\': EF(I_g)N_F

Anzahl Moglichkeiten F Fehler in N Bits anzuordnen. Kombinatorik: nCr
B Wahr., dass F Bits falsch lbertragen werden (F-fachen Bitfehler).
B Wahr., dass restliche Bits (N — F) korrekt Ubertragen werden.
Binomialkoeffizient

NY B _ 876 _
F)TE--R PP \3) T30

Wahr. von maximal F Bitehler
F = maximal Fehler

LY
P<pn = Z

t=0 t

'Et . (1 _S)th

Eine korrigierbares Codewort darf nicht mehr als P.ry Fehler haben.

Wabhr., dass mehr als F Bitfehler auftreten
Es gibt immer eine Restfehlerwahrscheinlichkeit.
N

Popn = Z (1;]) et (1-N Tt

t=F+1

Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerfreie Ubertragung fiir mehrere
Codewérter: P Anzahl Codeworter

Bsp: Wahrscheinlichkeit fiir eine fehlerfreie Ubertragung von
1 Codewort ist P. Dann ist die Wahr. fiir eine fehlerfreie Ubertragung
von 5 Codewortern P5.

Fur gleiche Coderaten gibt es unterschiedlichen Wahrsch.,
je nach Block-Lange.

Kanalkapazitat C eins BSC

Kanalkapazitat = Maximum der Entropie

Cesc (¢) = 1 —Hj (¢)

1 1
_1—{810g25+(1—8)10gzm}

Ubertragbare Information (trotz Fehlern)

Ubertragene Information, die dem Eingang und Ausgang gemeinsam ist.

H(X) = 1(X.Y)

&
H(e)
- I(X,Y) > } H(Y)
I

I(X;Y)=H(Y)—-H({Y|X)=H(X)—H(X|Y) (Bit/symbol)

oder

I(X,Y) = H(Y) - H(¢) [bit/bit]



Fehlererkennung Paritétsbits (Parity Bits)

CRC (Cyclic Redundancy Check) Even Parity: Coderword muss eine gerade
Anzahl Einsen haben (inkl. Paritybit)

Weiterfiihrung der Idee der Prifsumme. 1-Bitfehler wirkt sich auf die ganze

Summe aus und «verschmiert» die Prifsumme. Odd Parity: Coderword muss eine ungerade
Anzahl Einsen haben (inkl. Paritybit)

Encoder o )
1. Einem gesamtem Datenstrom (Block/Burst) Nullstellen Das Parity Bit dient zum Ausgleich.

anhéngen (Lénge Generatorpolynom - 1) f=p-2z" Nur Even-Parity ist linear, weil es ein Nullwort (0000) hat.

2. Daten werden durch ein Generatorpolynom f_ a® r Deshalb sollte immer Even-Parity verwendet werden.
g

dividiert (1-Bit Arithmetik) und bilden so den Restr 9

3. Rest (= CRC-Priifbits) mit den Nullen ersetzen bzw. Rest wird addiert. E\?epn Parity Odd Parity
Daten h sind bereit zum versenden h=f@r 111011 011011
0/1010 1112010
Daten (MSB ... LSB) Multiplikator Generator Polynom
> "z 2t 2 22 Quer-Parity (even)
17010010001 00O0O0O0 : 10 0 1 1 = Resultat (uninteressant) —
o/ Jo1 011001 dy=4
T — of o001 10 11
00000 Parity falsch = 1| |1 1 1 1 1 0 1 1 3 Fehler kbnnen garantiert
0.1 0 1 0 CRC-Priifbits = Rest ol 11001111 erkennt werden. 4 Fehler kénnen
zwar erkennt werden, aber nicht
Daten h zum tiberliefern: Parity falsch m 0| [07 170 1 1 100 in dieser Konstellation.
1| [o"17 071170 171
170 10 07 r0r0 071 0 O [T 1000111 2 Fehler kénnen korrigiert
o S;rsifym" 0] [0 0011000 werden.
Multiplikator z™: (even)\ m EERGEEBRR) (over)
Wird mit Daten mutipliziert, somit werden m-Nullen angehangt. T 1

Muss vom gleichen Grad sein wie das Generatorpolynom.
Bsp: (z8+2z+1)-(z?) = Zz82+2¥2+202 = Z5+28+ 22
1011 -100 = 101100 Entspricht 1011 << m

Generator-Polynome (Divisor):
Diese Polynome sond standardisiert und haben verschiedene
Verwendungsgebiete.

Polynom-Selektion

Max length CRC Size (bits)

26 57 247 502 1013 2036 8178 16369 32752 | 65519
0x5 0x9 0x12 0x33 0x65 Oxe7 0x119 | 0x327 | Ox5db | O0x987 | Oxlabf | Ox27cf | Ox4f23 | 0x8d95

10 25 56 119 246 501 1012 2035 4082 8177 16368 | 32751
0x15 0x23 0x5b 0x83 Mx247 0x583 0x8f3 | Ox12e6 | 0x2322 | 0x4306 | 0xd175

4 /9/ 13 21 26 53 52 13 136 241
M Oxeb 0x185 / Ox2b9 | Ox5d7 | Oxbae | Ox1e97 | Ox212d | Ox6a8d | Oxac9a

. N 4 8 12 22 27 52 57 114 | 135
Maximale Lange K, 0x9b | Ox1gc | Ox28e | 0x532 | Oxb41 | Ox1e97 | Ox372b | 0x573a | Ox9eb2
fUr dipin = 4 5 12 1 12 13 16 19

0x29b | Ox571 | Oxadf | Ox12a5 | 0x28a0 | Ox5bdS | 0x968b

T

4 1 11 1 12 15
Generator Polynom 0x4f5 | Oxadf | Ox10b7 | 0x2371 | Ox630b | Ox8fdb
in «implicit +1 notation» 5 6
| g =0x247 -2 + 1 = 0x48f 0x5a47 | Oxe92f
— 10 L 7 4,3 2 5
= +x +xP+x"+x+1 Ooxesat

Decoder

Empfangene Bitmuster wird durch Generatorpolynom geteilt.
Ist der Rest = 0, ist das Uberlieferte Bitmuster fehelerfrei.

Ist der Rest # 0, ist das Bitmuster fehlerhaft.

Achtung: Sind die fehlerhaften Bits (Fehlervektor) durch das Generator-
polynom teilbar bzw. ist der Fehlervektor ein Vielfaches vom Generator-
polynom, bleibt der Fehler unerkannt. Bsp. Fehlervektor:

(100110101) korrekte Daten
(101110001) fehlerhafte Daten --> Fehlervektor = 10001

Fehlervektor als Vielfaches vom Generatorpolynom: Vergleich:
10001 Generatorpolynom g 3
+ 100010 + 30
+ 1000100 + 300
=1110111 Fehlervektor e = 333

Fehler werden mit Sicherheit erkann solange:
Fehlervektor-Lange < Generatorpolynom-Lénge

CRC in Hardware: Generatorpolynom g =z*+z+ 1 > 10011
z8 z? zt 2°/z%
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Binare Blockcodes

Jedes Codewort hat dieselbe Grdsse und codiert gleich viele Nutzbits.
Nur fur Einbitfehler.
N Codebits

<
<

v

| N - K Fehlerschutzbits K Informationsbits

(N, K)-Blockcode: K Bits aus einem Eingangsstrom werden in Codeworte
mit N Bits codiert und Ubertragen. Codewort = Infobits K + Prifbits p

Coderate R = Informationsbits K / Codebits N
Desto héher, umso besser.

O0=<sR<1, K<N

Mégliche Bitmuster

2K bzw. 2'nfbits = migliche Nutzdatenworte u

2N bzw. 2¢edebits = mpgliche Codeworte wovon nur 2% benutzt.

2N — 2% mogliche Parity-/Prifbits p  Prifbits dienen zur Fehlererkennung

Wie viele Infobits K sind in einem Codewort enthalten?
K = In(Anzahl Codewdrter) + In(2) = log.(Anzahl Codeworter)
Bsp: C = { 000000, 011011, 101101, 110110}, log,(4) = 2 Infobits

Linear ¢;®c;=cy
- Bitweise Summe (XOR) zweier Codeworten gibt glltiges Codewort.
Um die Linearitat zu prifen muss jede mégliche Summe getestet werden.
- Jeder lineare (N,K)-Blockcode kann durch eine Generatormatrix G
erzeugt werden bzw. jeder lineare Blockcode basiert auf einer
Generatormatrix. Es gilt dmin = Wmin
- Minimales Hamming-Gewicht ist definiert ohne das Null-Codewort
(nur fur lineare Blockcodes)
- Lineare Blockcodes (unterschiedlicher Léange) haben dpi, = 3
= minimale Hamming-Distanz zum Null-Codewort.

Schematisch

Wenn sich Fehlerschutzbits einfach aus dem Codewort entfernen lassen.
1) Wenn im Codewort c; das Bitmuster u; (Infobits) sichtbar ist.

2) Lassen sich leicht decodieren (Fehlerschutzbits entfernt).

Z.B. mittels Prifmatrix, Polynomdivison (modul-2) oder bitwise AND
Bsp.: 101011 : 100 = 1010 oder 111010 & 1111 = 1010

Zyklisch (010) - (100) - (001) > (010)
Codeworte (000) und (111) sind in sich zyklisch.

Perfekt Wenn jedes Bitmuster eine minimale Hamming-Distanz zu
genau einem Codewort aufweist, d.h. es gibt genau einen
wahrscheinlichsten Fall der Fehlerkorrektur. Bsp:

® Gililtiger code (dy = 0)
Eindeutiger / eineinziger d,;, vorhanden
® Mehere d,,, vorhanden. Keine wahrscheinlichste Fehlerkorrektur moglich

Code Code Code Code

?
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Hamming-Codes

Hamming-Codes bildet man mittels einer Generatormatrix GK*N (GHohexBreite)
siehe Encoder.

Hamming-Gewicht W,
Anzahl Einsen in einem Codewort. Bsp: Wy(0101) = 2

Hamming-Distanz =3
110 111

Hamming-Distanz dy

Anzahl wechselnde Bits zwischen zwei giltigen
Codewortern. Bsp: dy(0011, 0110) = 2 010
mit 0010 als unglltiger Code on

Die Distanz zwischen Codewdrtern ist nicht konstant. 100,
Deshalb wird fir sichere Verarbeitung die minimale
Hamming-Distanz verwendet.

101

000 001

Eine Hamming-Distantz von n erlaubt:
- Erkennung von n - 1 Bitfehler
- Korrektur von | (n = 1) / 2] Bitfehler

Minimale Hamming-Distanz d.i,
Minimale Hamming Distanz unter Berlcksichtigung aller Codew®értern.

dmin (C) = I;;g} dn (Qj k)

In einem Code mit dpy;, sind:

o din — 1 Fehler sicher erkennbar.

° V‘“‘%J Fehler sicher korrekt korrigierbar.

dnin finden: Zwei Codeworte mit am wenigsten Einsen (oder gar keine)
miteinander vergleichen. Bsp: min d,(0000, 0011) = 2
Bei lineare Codes ist das die minimale Hamming-Distanz zum Null-Codewort

Hamming-Distanz mittels Fehlervektor ermitteln. Bsp:
Gultiges Codewort ¢, = 0110

Erhaltenes und unglltiges Codwort ¢, = 1111
Fehlervektor e = ¢,®c, = 1001

dy = Wyle) = dulc,, e) = 2



Fehlerkorrektur

Backward Error Correction (Rickwartsfehlerkorrektur)

— Erkennt nur Fehler. Anforderung einer Neutbertragung der Daten nétig.

- Nachteile: Riickkanal (beim Transmitter) erforderlich und REceiver muss
fahig sein, Anforderungen senden zu kénnen.

— Nicht anwendbar bei hoher Fehlerwahrscheinlichkeit.

Forward Error Correction
Sender fligt Redundanz (Fehlerschutzbits) hinzu, so dass der Empfanger
anféallige Fehler selber korrigieren kann.

Maximum Likelihood Decoding
1. Fehlererkennung: Empfanger prift, ob das Bitmuster
ein glltiges Codewort ist.

2. Fehlerkorrektur: d,,, zwischen Bitmuster und jedem Codewort ermitteln:

— dnmin tritt bei genau einem Codewort (perfekter Code) auf:
Fehler kann korrigiert werden.

— dpin tritt bei mehren Codeworter auf. Es wird das wahrscheinlichste
Codwort genommen. Ein allfalliger Fehler bleibt unerkannt.

Mehrbitfehler = Burst-Fehler

Fehlerkorrektur mit Léngs- und Querparity

Quer-Parity (even)

Bsp: 200 Datenbits (25x8)
Nutzdatenbits = 25 - 8 = 200
Codeblockbits = 26 - (8 + 1) = 234
R =200/234=0.855

(0]
1 |Q-Parity Fehler X
0

- Daten
- 5
0 <
. [
1 £
1 5
Gegamt— 0 5
Parity . —
(even) Langs-Parity (even)

Fehlerkorrektur von Blockcodes

Geeignet fir 1-Bitfehler

Lange Blockcode / Grosse Generatormatrix

K =N - p =log,(C) (C = Anzahl Blockcodes)
N=K+p Anzahl Codebits

p = [loga(K + 1 + [loga(K + 1)) Fur 1-Bit Fehler

Je grosser p und N, umso grosser ist die Coderate R = K + N
Grossere Blocke sind aber durch Stérungen gefahrdeter.

Verfahren

Erzeugen des Codewortes: ¢y = u;o- G, = (0011010)
Fehlerhafte Ubertragung: ¢ = c¢;o+e=(0111010)
Berechnung des Syndroms: s = ¢-H! = (010)
Syndrom/Fehler-Tabelle: s = ¢ = (0100000)
Fehlerkorrektor: ¢=¢+¢=(0011010)

Decodierung: ¢ = u = (1010)

Encoder

Bildet die 2X moglichen Nutzdatenworte u; auf 2¥ verschiedene
N-dimensionale Codeworte c; ab mittels einer Generatormatrix:
N = Spalten (Breite) = Ladnge Codewort ¢ c=u-G
K = Zeilen (Hohe) = Léange Nutzdatenwort u

Generatormatrix GKN = GHohexBreite

Parititsmatrix  Einheitsmatrix Datenu * Generatormatrix G
1|l1|lof21]o]|ofo 1(1foj1jojojo
ol1]l1lol1lofo0 O|j1(1|0f1|0f0
1f2|2fofo]z]o wezeten Alajajejo)a)e
ilol1lolololz I 0 | 1 | 0 | 1 | 1)1]0j1(0)j0f0(1

A = Codewort gesendet cqo
N-K Spalten K Spalten .nnn
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Eine Generatormatrix mit dmin = 3 muss in jeder Zeile mind. 3 Einsen
enthalten, weil dmin = Wmin (Weil jede Zeile ein lineares Codewort ist).

Codes mit einer Generatormatrix sind linear und systematisch (weil die
Generatormatrix eine Einheitsmatrix enthalt).

Paritdtsmatrix P darf keine zwei Spalten enthalten, die gleich sind.
2™ mogliche Parity-Bitmuster, davon m + 1 unglltige Mdglichkeiten

u = Nutzdatenwort (Infobits K)
¢ = Codewort
p = Prifbits (auch Parity-Bits oder Fehlerschutz-Bits)

Nutzwort u:  K=2m-(m + 1)
Codewortc: N=2m-1
Syndromes: m=N-K

m = 3 damit Code linear ist

(= gliltige Parity-Bitmuster)

(= Spalten/Breite der Prifmatrix)

c=u+G zB.(p,p, p, U, u U U
Menge aller Codeworte ¢ = Kanalcode C (auch Fehlerschutzcode)

Decoder Hardware-Implementierung

Generatormatrix Gy,

1 =y, il > 00 > =y 00 >-[olo 0|0

<o =0 clifmy, 2 1=y > |00 1=y ~>-|[0]=0 0 |0

11 =u, 1=y, > 1=, > |0 =0 0=0 ->- =uZ 0 |=0

11 =uy -0 =0 > . T:uj ~>» -0 =0 0 =0 > -0 |=0 1 |=uy

z z z I z z z

Up U; U Uy uoDu,Bu; uo®u;Bu, u; u,Du; Uy uy u, us
[1]o]1]0] \ y J

uo uo

w u2

AToTaTe) L%u\ =1 %1
L S !

upDu,Duy uptDu,Du, u, Du,Duy U uy u; us
1 0:00 Il g 8
Decoder ;
01:00 0 | (000000) | (0000)
~~~~~~~~~~ 1| (100000) | (1000)
HT — 0010 2| (010000) | (0100)
- 0001 3 | (001000) | (0010)
1010 4| (000100) | (0001)
Gy = 101 0f1 5| (000010) | (1010)
- 010 1/01 \0 1 01 6 | (000001) | (0101)
Generatormatrix Prifmatrix Fehlervektoren und Syndrome
Syndrom: s = ¢ - HT sj=g-H'

Kein glltiges Codewort wenn s # O
Ein Syndrom wird einem Korrekturvektor zugeordnet.

Jede Zeile in der Prifmatrix bildet ein Syndrom ab
(6 zugeordnete Syndrome in der obigen Prifmatrix).

Total Syndrome: 2N-K = 26Breite P Bsp.: 24 = 16 Syndrome

F F
Anzahl notwendige Syndrome Z N _ ZNCi
fir F-Fehlerwerte o\ Py

Syndrome, die nicht in der Prifmatrix enthalten sind kdnnen aufgeteilt
werden und daraus mehrere Korrekturvektoren gebildet werden. Bsp.:

s = (1100) aufteilen in s; = (1000) und s, = (0100)
Korrekturvektoren bilden: e; = e; + e, = (100000) + (010000) = (110000)
Korrigiertes (geschéatztes) Codewort ¢ = ¢ + e

Priifmatrix H'

Bitmuster empfangen ¢~ Syndrom s
= LLEC- S = [a]z]e]

[3] Index (s) in H'
[4 > 6
[5]

[6] | < rentervektor tndox - o5

Korrektur= Fehlervektor

m|r|o|r|o
o|lm|r|r|o|r
R r|m|o|r|o

——— Index(s)=6

Daten decodiert 7

= 0f1(0|1

Repetition-Code R*: Beispiel R* mit u = (01) hat ¢ = (01 01 01 01)
Einfacher Fehlerschutzcode. Wird dazu genutz um Codeworte zu generie-
ren um Fehler zu erkennen. Kann durch Generatormatrix generiert werden
mit 4 Identitdsmatrizen. Es lassen sich bis zu | (x - 1) / 2 | Fehler korrigieren.
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Faltungscodes

Blockcodes skalieren schlecht mit Mehrbitfehler.

Anzahl Syndrome sind exponentiell: Total Syndrome = 2N

Beispiel: Sicherung eines 1 Byte Codes mit (25, 8)-Blockcode

(hat 5 korrigierbaren Fehler) erzeugt 27(25-8) = 131072 Syndrome.

Faltungscode Eigenschaften:

- Lineare (N,K)-Blockcodes

- Einsatz erfolgt hauptsachlich im Mobilfunk und Satellitenkommunikation.

— Nicht systematisch, d.h. decodiertes Nutzwort kann nicht leicht aus
dem Coderwort ausgelesen werden.

- Streaming Code: Ist in der Lage, einen beliebig langen Eingangsvektor u
zu verarbeiten (K kann unendlich sein) -> keine Blocke missen gebildet
werden (keine Synchronisation notwendig) = kontinuierlicher Datenstrom.

Encoder = getaktetes Schieberegister (m Flip-Flops = Gedachtnisléange).
Erzeugt immer zwei Codebits pro Nutzbit.

Coderate R=K /2 -(K+m)
m = Gedachtnislange (Anzahl Schieberegisters bzw. Zustédnde)

R hat Maximum 0.5 (wenn K viel gréss als m)

Beispiel Faltungsencoder mit m = 2

Coki

z* sind Flip-Flops (1-Bit-Speicher).

Takt | Eingang | Zustand || Ausgang
K | w Ly s | en ] enn
Encoder muss zuerst mit Nullen initialisiert werden. | | ! L I L
Dem Nutzwort werden m Nullen, sogenannte I 1 ‘.‘ (I, ‘.' (l, 1:
Trail-Bits, angehangt. Diese m Trail-Bits erzwingen | 3 1 tjojojt
den néchsten Initialzustand, Bsp. u* = (101100) : E :, : i ? i :
0 0 0

Die XOR-Gatter sind die Faltungscodes bzw. Gewichtungsvektoren/
Generatoren g: (111) und (101). Erstes Bit braucht kein Gatter.

Die Schaltung kann mittels eines Impulsvektor u = (100) im Eingang
beschrieben werden, d.h. diese Impulsfunktion erzeugt genau diese
Generatoren. Impulsvektoren und Gewichtungsvektoren/Generatoren
haben Lange m + 1.

Codewort erzeugen (Faltungsencoder):

Cop = UDug—1 Dug— Cok = (111)'EZT
1 = WDy oder ¢y = (101)-u;"

Mathematisch ausgeruckt sind ¢, und c,.1 Skalarprodukte:
Tansponierter Vektor: ud = (Ux Ux1 Uk2) ohne Trail-Bits
Diese Linearmultiplikation ist die Faltung.

¢ = (Cio, Cjo, Ci1, Cj1, Ci2, C2)  Bsp. (11 10 00)

¢ = (Co, Cu, Ci2) (110)
¢ = (Cjo, Ci1, Ci2) (100)
Bsp.:
c=(11100001 01 11)
= g1+ Ul = (224z+1) - (23+z+1) = (2%+z*+1) =(110001)

=00 Ul = (z22+1) - (28+z+1) = (z5+z%+z+1) = (100111)

Coderate R=K/ 2 :-(K+m) Mit Grenzwert 0.5 wenn K >>>m
Lange Codewort: N =y - (K+m) y = Anzahl Generatoren g
Codewort enthalt minimale Anzahl Einsen.

Beispiel Schaltung mit m = 3 und Gewichtungsvektoren (1101) und (1111).
(Gewichtungsvektoren = XOR-Gatter)

1

‘ S :
NP N4 D
. 1 1
L 7
/-\ c2k-1
N O >
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Freie Distanz

diee = Wieviele Bitfehler in einem Abschnitt korrigiert werden kénnen.
diree = dmin = Wmin Wenn 3*m<N<6*m

d.h. Anzahl detektierbare Fehler dye - 1 und korrigierbare Fehler [%]

Gewichtungsvektoren (Generatorpolynome) / Bekannte Encoder:

m ¥ = 2 Generatoren diree m =3 Generatoren diree
2 (1015, 111,) 5 2 (1015, 1115, 1115) 8

3 (11015, 1111,) 6 3 (10115, 11015, 1111,) 10
4 (100115, 111015) 7 4 (101015, 11011, 111115) 12
5 (1010115, 1111015) 8 5 (1001115, 1010115, 1111015) 13
6 (10110115, 1111001,) 10 6 (1011011, 11001015, 1111101,) 15
7 (101001115, 11111001,) 10 7 (10010101, 110110015, 111101115) 16
8 | (1011100015, 111101011,) | 12 8 | (101101111, 1101100115, 111001001,) | 18

Es gibt eine maximal mogliche freie Distanz zu jedem Wertepaar (y, m).
y = Anzahl Generatoren, m Anzahl Schieberegister.
Codes mit maximaler dge. nennt man OFD-Codes (Optimum Free Distance).

Die freien Distanz dse., und somit das Erreichen einer kleinen
Fehlerwahrscheinlichkeit hdngen hauptséachlich von der Lange m

des Schieberegisters sowie der Anzahl Generatoren y ab.

Zustandsdiagramm (Zustandsmaschine, Finite State Machine, FSM):

Current
State  |Inputf Next State [ Output
5| u

Y 2| U [ Ui Uil G |G

0 0 0 0 0

Now s wN e o
I I P PN S Y I )
I Y Y N PN Y Y
wlo|nlo|r|o|~
wlo|nlo|r|o|~
[ P P P P R )
wlele|r|e|n|~
ofr|nlo]efr

Anzahl der méglichen Zustandswerte: 2™

Im Zustandsdiagramm wird ein Codewort gesucht, dass nur einmal den
(00) Zustand verlasst, um sogleich auf dem kiirzesten Weg wieder
dorthin zurlickkehrt: ¢ = (00 ... 00 11 10 11 00 ... 00) -> dfee = 5

Decoder (Viterbi-Algorithmus)
Decodierer sucht Codeworte im Bitmuster ¢ des Faltungsencoders und
liesst das Nutzdatenwort 0+ ab.

Trellis-Diagramm

Zeitliche Abwicklung des Zustandsdiagramms (Datenwort mit m-Nullen/
Tailbits). Ist ¢ kein Gultiges Codewort, so wird kein Pfrad im Trellis
gefunden. Das wahrscheinlichste Codewort ist jenes im Pfad (Ende nach
Anfang) mit der kleinsten Hamming-Distanz (dy) = Viterbi-Algorithmus
(Kosten-Metrik).

‘\ 2 2
° ® i % \@% N\ - -
o R A o R o PR . PR 1
o1 11 10 00 00
° ! : Schritt (k) ’ ! ’

Bsp: ¢ =11 01 11 10 00 00
1) verleichen mit Bits in &, dann dy zu Kostenmetrik addieren:
00 (Zustand) --- 1(uy) ---> 10 (Zustand) = -—-> dy(11,11) =2

Current
State _[Input| Next State
0| o0 1| 0

Output
1| 1

2) Dem Pfad gefolgt mit niedrigsten Kosten erhalt man das Nutzwort

0*=101100 und somit 4= 1011

Die Kostenmetrik beschreibt die Wahrscheinlichkeit eines Pfad.
Desto tiefer, umso wahrscheinlicher. Beim ausrechnen wird immer
der niedriste Wert verwendet (siehe Kreise).
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