Binomische Formeln
(a+ b)? = a® + 2ab + b
(a —b)? = a® — 2ab + b
(a+b):(a—b)=a® b

Beispiele

(32° —2) = (V3-2+V2)(v3 -z — v2)
qur-:nln.r]mnpm = Wurzel
Va i = Vay ot = (Ya)" = Var

fa+b |va+b
2 c
fab _| Ve
e | e
va?b = |a\/5‘

ve+a=5b = \/aH—a,sz2 = z+a=b = z=b—-a

Nenner rational machen - Bruch erweitern mit der Wurzel

vb avb  avb

a-
Vb Vv (V)2 B

7 Vo

Va  [fa  raya
5= ()" va=a

V20=+v4.5=v22.5 =25

a a

Logarithmus |

logpasis(Numerus) = Logarithmus

log ,(#-v) =log,(#)+log ,(v)
log,(u/v) =log,(x) —log ,(v)
log ,(#")=v-log ()
~ loga(u)

log,(b)

loge(z) =n & xz=a"

1
094 (b)
In(z) = loge(z)

In (%) — in(n)

logn(n) =1

logy(a) = ]

logy(u)

a

a-In(m)—b-In(n) = In (%) a-In(m) + b-In(n) = In (m* - n’)
a® =b < log,(a®) =log,(b) < z-log,(a)=1og,(b) < x=log,(b)

g% — g ¢ In(z) = In(a)

Potenzen

- B,
Basis®ronent — Potenz

=1  at=-@)=-zw A(af  a"=

Gleiche Basis Gleicher Exponent

:L'a £L‘b=£lla+b g”-bﬂ :(d'b)”
n

a _gm a" (a)”

a™ o \b

Varia

az™ - bz" = abz®™  az" +bz" = (a + b) 2"
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Bruchrechnung

Dividend  Zihler
Divisor ~ Nenner

= Quotient

1 2 4
- Stammbruch 1 echterBruch z<n 3 unechter Bruch z 2 n

a c_oad cb_oadted o za 2z a  _a

b d bd bd  bd b b 1 b b b
(3) ad a e _a () () _a

(5)  be G & b c b be

Summenzeichen

Sleap) = ¢ 3 ay

k=s k=s
Z(ak‘l'bk): ZakJerk
k=s k=s k=s

(Swm) 4(550) (50) B S

k=0 =0 k=s k=s—2z

n n n

n n
Z Z ag = Z ki = E Qg
k=1 i=1 k=1 \I=1 k=1

| Trigonometrie

St | 7w | 11w |,
=) 2= A= ) agy
3 4 6

m 27 | 3w
4 3 4

a® 0% 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
. 133, v8 3 1 1 3 VB | VB 4B 1
e 0 5 53! 5T % 3 " 577 '-w-% 3 °
cosa1 Y3 ¥Z L oo 1 V2 V3, V3 V2 1 o L1 VB V3o,
T 7 3 3 |~% "% | |T|F| 2 R

sin(a - ¢) = a - sin(z) - cos(z)

2 2

sin’(a - z) = (a - sin(z) - cos(z))* = a® - (sin(z) - cos(z))

sinz(:c) =1- cosz(a:) cos(z)

cot(z) =

cos? (@) — sin?(ar) = cos(2a) sin(z)

cos(0)? = cos(x)? =1 sin (0)2 = sin(z)® = 0

cos(%)zzﬂ sin(%f: 1

Abgeschlossen [a,b] ={x € Rla < x < b}

Offen (a,b) ={x € Rla < x < b}
Halboffen [a,b) ={x € Rla < x < b}
Unendlich [a, ) ={x € Rla < x}



Tangentensteigung/momentane Anderungsrate einer Funktionskurve an
einer Stelle. Kann die Geschwindigkeit eines Korpers im Raum oder die
Zuwachsrate einer Okonomischen Grésse beschreiben.

Differentialquotient (Ableitung) an Stelle x,
/ o fleoth) = flze) . Af
S o) = Jimy h =X

,  (@+h)>—2* 2zh+h®> h(2z+h)

(2*) h E .k

= lim 2z +h =2z
h—0

f'(z) Beschreibt momentane Geschwindigkeit
f"(z) Beschreibt momentane Beschleunigung

Elementare Funktionen

(") =n-a"! (in(ao)’ =
(@®) = In(a) - a®* (n(e)Y = aln(z)*!
sin’(az) = a - cos(az) z
, . ny 1 (Y
cos'(az) = —a - sin(az) In(a +2")" = ot an (z")
, sin(z) )" 1 n—
tan'(z) = (cos(m)) "~ cos?(z) e 1
1 a+ax"
(V) = —— 1
ava® (In(a +2))' = - Tz
() - w25 1
i-zp) ~ {@-2pm (In(a ) = (In(z —a))' =~
! ay In(b) , b
() =t@boy=-"3 In(a—be) =~~~

d . 2 d, 5 d . 2 2
el = e = 20t
pr sin(at”) g7 (at?) p sin(at”) at cos(at”)

Hoéhere Ableitungen

Faktorregel (Konstante)
(€ f@) =C-f(z)
Summenregel
(f(x) + 9(2)) = f'(x) + ¢'(x)
Produktregel
(f(=) - 9(z)) = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢'(2)
@) = (f@) falx) . fal)) + (A@F@) - @) + -+ (A@)fa(2) - f(2)
Quotientenregel
(M) _ f'(=) - 9(z) — f(z) - ¢'(2)

g(z) (9())?

c\_ (@@ 1Y () 1\’ 1
()% @) (-4
Kettenregel

((fog)(2)) = (flg(=)) = f(g(=))
((fegoh)(@) = (f(g(h(2))) = f'(g(h(2))) - ¢'(h(z)) - B'(z)

=N
5]
=
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Beispiele
Kettenregel
(V322 + 4z) = ((32® + 4x)})' - (32 + 4z)’
6x+4  3z+2
2v/322 + 4w V327 + 4z

1 1
= E(3cc2 +4a)7% - (6r +4) =

’
VB e\ (254200 (2542 3 gma® g
2 2 2 2 24/25 + 22

Diverse

. B L s
S (-0 (-0 = 5 0-a) =
(ax)l _ (exln(a))i — ln(a) . a®

(n(@)") = In(a) - (n(a)’) = * -3in(a)? = 220

(cosl(w))l = (cos(x) ") = cos(a) - (cos(z) 1)

= —sin(z) - —cos(x) % = sin(z)2

cos(z)

Umkehrfunktion
Wenn ein Funktion eine bekannte Umkehrfunktion ist, kann zur Ableitung
diese Formel verwendet werden:

1
U)W = 7@ = 7oy

Bsp.: Wir méchten\/i ableiten. Zugleicht (\/5)’ -
ist /2 die Umkehrfunktion von z2. -

R
(VoD N

Polynomfunktionen

Mitternachtsformel

Zum |6sen von Quadratischen-Gleichungen ax? + bx + ¢ =0

_—b+t Vb? — 4ac
B 2a

Fallunterscheidung:

D > 0: Zwei verschiedene reelle Lésungen
D = 0: Eine (doppelte) reelle Losung

D < 0: Keine reellen Lésungen

X

D =10*—4ac Diskriminante

Biquadratische Gleichungen

Gleichung 4. Grades, die keine ungeraden Exponenten enthalt.
20 — 322 +1=0
222 -32+1=0

Substitution: z2 = z

—b+ Vb2 — dac

219 = a=2,b=—3,c=1 einsetzen
’ 2a

Z1 = 0,5 zZg=1

Resubstitution: z; = z* Resubstitution: z, = 2

> =05 2’ =1

=405 T =+v1==+1

1= —4/0,0 x3=-1

I = 0,5 Ty = 1



Integralrechnung

Integrieren / Aufleiten = Umkehrung einer Ableitung

Stammfunktion / unbestimmte Integral

Stammfunktion F(x) = Funktion nach dem integrieren = Ursprungsfunktion f(x)
Die Stammfunktion F(x) ist nicht eindeutig defniert. Durch Addition einer
Konstanten kdnnen beliebig viele weitere Stammfunktionen erzeugt werden.
Dlg Menge aller S.tammfunktlonen von f(x) f(m) d

heisst das unbestimmte Integral:

Bsp.: unbestimmers Integral/Stammfunktion 3 1,

von X2 ist x4/4 = dw = VRN c
Unbestimmtes Integrale

o — 1 -+l _ . - — aif Y
fx dx_aJrl:c +C  (a#-1) ‘[cos(x)dx—sm(x)-}—(/
fe’“”dm = E-e‘“—i—C ‘/e:‘: de=a-ei +C /Sill(.f)dI:*COS(Z)‘FC

a

/z-e”da:: (&mzl)-e’“
@

/ tan(z) dz = — In|cos(z)| + C

Ed 1 .
'/a“d.r :lfmﬁ-(} (a>0) /ﬁdxzal'cs1n(r)+0
-1
fln(.r) de=z -ln(z)—z+C / i dz = arccos(z) + C

1 1
f—dm = —Inlz|+C
ar a

flogu(n:) dz = % +C (a>0)

1
/W dz = arctan(z) + C

[Lam-tic
x T

L _ a a 1
fb—mdz a-ln(|z —b|)+C

- L
z" n—1 zn1!

f:cgda: = ga:;wLC

f a dr=a-In(lz+¢|)+C
T+c

+C

f\ “ gr = -%.m(z-2)+C
b—czx c c fkd1=k1+c

. 1
[sm(wt) dt = T cos(wt) + C /kz dr — i;m2+ c

Beispiele:

/\/Tﬁdac:/\de:/\@dw:fx%dm:éw%=é\y§

7 7

s 7 15
/cs dw—ﬁw +C

2v/a 3 4
f\/aﬂﬂdﬁ:f\/&ﬁdm: ‘?{_xé Bsp:jv4wdm=/2\/§dz=§w";
Bestimmtes Integral v
Flacheninhalt unterhalb der e ,/f
Funktionskurve von f(a) bis f(b). N /%/ -

[ rwa=ro-Fw =r

Beispiele

b L2
/.’Edm:i
o 2

Rechenregeln

./baf(a:)d:c = —./abf(x) dz

2, 8 8
2 = — = - — = —
/0 zXdx = F(2) — F(0) 3 0 3

a

[ 1@ | Cfyar JRCIE

Summenregel / Differenzregel

[t@) + g@)do = [fe)dz+ [g(a)do
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Integrationsregeln

Partielle Integration (Produktregel)
ff,(T)Q(T) dz = f(z)g(z) — / f(z)g'(z) dz f(z) integrieren f'(z)
ff(ar)g’(a:) dz = f(z)g(z) — ff’(:;c)g(m) dr  g(z) abliten ¢(z)

Ziel: Nur noch ein Term im Integral
Bsp:

/cos(a:) -zdz =sin(z) -z — fsin(a:) -1dz = sin(z) - @ — /sin(w) dz

=sin(z) -z — (—cos(z)) + C

=sin(z) - ¢ + cos(z) + C

Bsp:

/Hin(:r) - cos(x) de = sin®(x) ffhin(,r) - cos(x)
2 -fsin(,z:) - cos(x) = sin®(x)

~.sin®(z) + C

Substitution

Bsp, dx ersetzen:
5
f (42 +5)F de
1

Innere Funktion mit u ersetzen und dx bestimmen.

du 1
u=4z +5 u=-—-=4 dr = ~du
’ dx ’ 4
Grenzwerte in u einfligen und ersetzen (falls bestimmtes Integral).
25 25
/ 1 1 s 49
—urdu = —ull =—
9 4 6 9 3

oder mit Ricksubsitution und unbestimmtes Integral bestimmen. u einfligen:

1
6(4m+5)3 +C

Bsp. Erweitern: Wichtig, x muss nach der Substitution verschwinden.

1
/(1+m2)5 -z dz du =2z, de=_ du

dz 2
1 1 1
= f éu% -2:02:{: du = / Eu% du

12
T2 3

u=1+ a:z,
erweitern um x loszuwerden.

+C = (1+a%)7 +C

Wl =

1 s
§u2+C =

Bsp. Faktoren ersetzen:

f @ do = f In(a) - Ld

d 1 1
u = In(z), d_: = du . dz

= /u du = éuQ +C = %(ln(m))z +C du ist eine Konstante =1

Integral von der Form:

@,
[ 58 e = (@)«

Herleitung:
f'(z)
fa)
1 /
oy W (@) =+ (W) ) da

u= f(x), ;%L = f'(z), du = f'(z) d=

f(=z)
= [ln'(u) du = In(u)+ C = In(f(z)) + C
Bsp:
/mzflﬁ d:c:f(;;;:_ll? dz = In(|2® + 16]) + C



Bsp. (Substitution)

I
/ﬂ(«/i) dx
VX
dx bestimmen:
- 1
- r_ -
u=x M_Z\/)_c dx = 2\/xdy

x kurzen. u kann jederzeit re-substituirt werden!

= 2./’”(")\/}@ = 2-/”5?\/}@ = 2-/ln(u)dy

u

Integrieren:
=2 (u-In(u) — u)

Partialbruchzerlegung

. ) ) p(z)
Integration von rationalen Polynomfunktionen r) = ==
gration v i yi unkti f( ) ()
a p— . —
f(x72)dx = a-In(x—2|)+C
a 1 1
—f—dx = -g- 1 e
f(fo)" RES (fo)"71
Bsp:

Schritt 1: Faktorzerlegung
z+ z+1
—  dr = -
_/z3—5$2+83:—4m f(m—l)(:ﬂ—Z)zdm

Schritt 2: Partialbruchzerlegung

241 _ A B C
(z-1@=-2? =z-1 z-2 (z-2)°

Az -2 +Bz-1)(z-2)+C(z—-1)
(z - 1) (z — 2)*

A(z* —4z+4) +B(2? -3z +2) +c(z—1)

Ar? —4Az+4A + Bz’ —3B2+2B+Cz—C

(A+B)z> + (-4A—-3B+C)z + (4A+2B - C)

A+ B =0 A=2
—44-3B+C =1 B=-2
4A+2B - C = Cc=3

Schritt 3: Integrieren

2 2 3
/\:tfldmifﬁdm+/(g:772)2dm

_ 2.1n(|z—1|)—2-1n(|f—2‘)‘3(21—1'ﬁ)+C

= 2-ln(\$71|)72»ln(|x72|)7$+C

|z — 1 3
=1 - +C
n(m—Zz z-2
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Bogenlénge

Lange einer der Funktionskurve im Intervall [a, b]
b

L= [ VIFTEPr
a

Volumen Rotationskoérper

vr [ ()

Flache Kreis: 7r?
r= f(x) = Radius

Mantelflache
M= 27rf flz) -1+ (f'(x))?de

Schwerpunkt

b
. =-%fr-Uw%v@D®
L/ 5

Bogenlénge: 27rr
r = f(x) = Radius

o = 2
vs = 54 [ U@P—g))de
Flacheninhalt

b
A—jkﬂm—gm»m:

Mittelwert

Die Hohe des Rechteck, das

- die Grundlinie der Lange b - a hat und

- dessen Flacheninhalt der Flache L
unter der Kurve entspricht

1t ! S~
— ) dr :
n=g= [ s | |
Grenzwertregel von Bernoulli-de ’Hospital
4/
% oder = lim M = lim fz)
=) T—To g(:p) 0 g’(gj)

Falls der neue Grenzwert immer noch von einer unbestimmten
Form ist, muss man die Regel nochmals anwenden.

, f(x g(x
0-c0 flx)-g(z) = ¥ = J(l ) so dass § oder 2
g(z) f(=)
Die Regel nehmen, die einfacher abzuleiten ist.
AT = R
00 — 00 f(.’I.‘) — g(T) = M so dass § oder 2
T@)-g@)
Bsp:
l‘ 3 _ — 3/ — —_
xgglo /X x 00 — 0
N 1 .
= lim {/x( l—f—l) =o00-0  einfacher
X—00 X
BdH:
31— L ’
X 1 1 4
im —— = 0 <_> = —2x"3
—00 L 0 Jx 3
x = V/x
’ ’ _2
<zl_i_]>=<31_l_1).(]—l>=l<1_1)3x—2
V X V X 3 X
Produktregel
L(]_1)75 2 P -z
lim 3( X)4 =—(1—i>3 x2 xs=—<1—l>3 x_%
X—00 1.—-< X X
—1x73
1 1 1
= lim = =— =0



Taylorreihen

Approximation von Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen.

Any analytic function can be approximated by its Taylor series expansion
in some neighborhood of a point (Konvergenzradius). To compute a Taylor
expansion of a function f(x), you need to know its derivatives up to the
desired degree at the point of expansion.

Bekannte Taonr-Reihen (Papula S. 186)

@ oz (z —z)?*  (z—zp) (x — xq)®

cos(z) =1— 2!*1’6*‘“ =1 . + N _ 1 . 4o
Mit Entwicklungspunkt xo

) 2 b 2t z2 2 ozt

el:1+m+2!+3!+4!+u. ei:171+2!73!+4!7

Taylorreihe von f

k(g )
Tr(z,m0) = Y %(«T — )
k=0

F ()
2!

f¥ = k-te Ableitung
Xo = Entwicklungspunkt

£ao)

o= a0 + L )+

= f(wo) + ['(wo) - (& —a0) +

Das Taylor-Polynom 1. Ordnung ist die Tangente an der Funktionskurve
y = flzo) + f'(x0)

Glieder einer Taylorreihe bestimmen

- (x = )

Bsp. erste drei Glieder mit Entwicklungspunkt xo, = 0

1
f(z) = -y
1. Vorbereitung
f(zo) = A=)
/ _ 5 —
f (IEO) - (1 o 1-0)6 - 5
" _ 30 _

2. Taylorreihe von f

7y(z,0) = 0) + £ -0 + Tz -0y
=1+ 5($—0)1+§($—0)2
=145z + 1522 Optional wenn x, # 0

Taylor-Polynom vom Grad 3 um x, = 0

2 3 2
X X X
x-cos(x)=(l+x+—+?)-(l—ﬁ)

=1- ﬁ +x - ﬁ + x_2 _ x* + x_3 _ X irrelevant weil
B 2 2! 2! 2121 3! 213! Grad >3
e l4x x3+x3 _1+x+—3x3+x3 S X3
- 2 6 - 6 - 3
Substitution

(e\/’? +e ‘/_) - (e“ + e_”) U= X
" s s Ll L 2 X%

T ol T T

Fakultat

o0 1 2 3 a4 5 6 7N 8! o

1 1 2 6 24 120 720 5040 40'320 362'880
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Konvergenzradius

Potenzreihe
Fur welche x € R gilt f(x) = t;(x) ? Genau dann wenn:
i) die Taylorreihe ¢;(z) eine konvergente Reihe ist, und

ii) die Werte der Funktion und der konvergenten Reihe iibereinstimmen

o0
E (lk,l'ﬂ'
k=0

co

= E ag(z — )"

k=0

Polynom unendlichen Grades

— 2 _
p(z) =ag+ a1z +ax®+... =
Potenzreihe mit Zentrum X,

p(x) = a0+ ar(z — z0) + az(z — z0)* + ...
k kann bei Bedarf bei 1 beginnen.

Konvergenzradius p

Konvergenzradius p einer Potenzreihe p(x)

oder

p = lim

= lim —
p= k—oo F |(”‘|

k—o0

Qp41
o v — x| < p Reihe p(z) konvergiert

® [r—20| >p Reihe p(z) divergiert

Konvergenzbereich

In welcher Bereich ein Taylorpoylom eine Funktion approximiert. Bsp:
o) (=1)+H
L2t =3 (o - 1

:L'gil

Konvergenzbereich = x € (0, 2)
Konvergenzradius =1

.\3 ‘\'u) ,\'T
’ / = X"t Tt % =0
AN >w  Konvergenzbereich = Konvergenzradius = oo
D.h. konvergiert fiir alle x € R mit geniigend Glieder.
Bsp:
o0
2 3 .
() =1+ 20+ 37 + 4" + = Z/{. (x — x0)<!
k=1
k . 1
p = lim |——| = lim =1
k—oo | k41 k—oo |1 4+ %

Verhalten Randpunkt bestimmen (weil p # o)

x=x0+1 p\=14+2+3+4+ ... = diverge
x=x0—1 pi(-1)=1=-24+3-4+ ... — diverget
Somit:

p1(x) konvergiert fiir x € (—1,1)

Bsp:
3 1 0 1
=1 — 4+ =+ ... —(x — xp)*!
pi(x) = +2+4+8+ ;A( 0)
3 k+1
p=lim || = lim |[=—| = lim 27| =2
k— 00 k—oo | D k—o

Ak+1

Verhalten Randpunkt bestimmen (weil p # ):

x=X0+2 p@)=1+1+1+ ... = divergei
x=x0—2 p=2)=1=1+1%x ... = divergel
Somit:

pa2(x) konvergiert fiir x € (=2,2)

Varia

qn+1. 2 1
i 2D g (e Y S
n—00 47 . (n 4 1) n—o0 n+1



Differentialgleichung
Alterni de Relh Die Lésung einer Differentialgleichung ist eine Menge von Funktionen.
ernierende Reihe:
2 (—1)k1 k R N Klassifikation
;T(m—wo) L T T Homogen
= / S
v + f(x)y=0 g(z) =0
Uneigentliche Integrale g(x) heisst Storfunktion. Separierbar.
1. Art )
x Y 00 Separierbar
f(z)dz, f(z)da, / f(z)dx (f(x) ist stetig) Lo
/ RELWE Y = g(x) - h(y)
> Art ) Wenn die DGL auf diese Form gebracht werden kann. Homogen.
b
/ flz)dx (f(x) hat einen Pol im Intervall [a, b]) i Autonom
Ja (Nullstelle im Nenner) e
y' = h(y)
Bsp 1. Art DGL héangt nur von y ab. Jede autonome DGL ist separierbar mit g(L) =1.
’ A Das Richtungsfeld x-unabhangig.
[a, ) — [a,4] lim / flz)dz ) = lim I(X\)
A—o0 a A—roo Li
inear
o0 1 1 P 1 1 Y™+ Fa -y +ag-y = g(x)
—dx - / —dx = - — = - - DGL mit konstanten Koeffizienten. :
/1 x3 | X3 22 |, 2 o . e .
R R Y e — af v ! _
| 1 an(x) Y™+t a(@) Y +ag(z)y=g(x) Y+ sin(z) = sin(@)
Im= - — = — a,(x) und g(x)sind fest vorgegeben Funktionen
d—=00 2 2};2 2
Separation der Variablen
Verfahren zur Losung einer separierbaren / homogenen (g(x) = 0)
Bsp 2. Art Gleichung 1. Ordnung (y'). Separierbar wenn g(z) = 0.
. R | c 1 .
?B(l) a 2—xdx+/,¢‘+‘ 2—x dx = PL% I(e) Homogene DGL
' / I - :
Bsp: v+ f(x)y=0 oder Yy = f(x)-hly)
2
1
/ 75 % Polstelle beix =2
o Verfahren: Allgemeine Lésung der homogenen DGL fiir y(x)
. 2-e . 2-e ’ - . ’ -
=£‘L%/ s dv = M — (2 - x)) Y=yx-y = y-yx-y=0
0 =X 0
= lim (2 - o)) - In(|2 - 2 LA dy P
= lim 102 - 0) — (12 - 2 - &) =Ry 7=ﬁ-a’x S = [ VEd
= lim In(2) — In(e) = In(2) — (—o0) = o0
e—0 2 3 2 3
In(|y]) + ¢; = 34 +c In(ly) = 347 +C C=c; —c
Bsp:
! 1 dx Polstelle bei x =1 2,332, C C 2,322 2,32
o (x— 17 Y= yl=e" - e5” y==*C-e3
- 5 /l_" 1 dr + B 1 - Nachster Schritt: Anfangswertproblem
=0 Jo  (x—1) l+e = 1)2
I—e 4
= limﬂ T + H“& = Konstante Losungen (autonome DGL)
€= - 0 €= - l4e
’
S L U T U ¥ =yly—2)(y—-5)
£l d-a-1 o s 3 dI+e)—1 Konstanten Lésungen: ¥y = O, Yo = 2, Yz = .
.1 1 .1 1
= lm =-3 - lim=-= ' = fly) =yly—2)(y—5)
im 24 )
= lim — - - =0
e=0 € 3 J J
_______ L ———— |
T T T T of i
Y| L A
Stabilitat
e e s Stabil, Semistabil, Instabil
— | l
. NI RENERER TR E R ! : / !
Unbestimmtes Integral Autonome DGL
6



Variation der Konstante

Verfahren zur L&sung einer nicht separierbaren / inhomogenen (g(x) # 0)

Gleichung 1. Ordnung (y"). Lésung der homogenen Gleichung wird genutzt,

um die inhomogene Gleichung zu I6sen.

Allgemeine Lésung der homogenen DGL (durch Separation der Variabeln).
F(x) ist Stammfunktion von f(x).

o= Ko = T

Inhomogene DGL
y(x) ist unbekannt, f(x) und g(x) (=Stérfunktion) sind bekannt

y + flx)y =

Verfahren
Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL

_F(T) . g(x)eF(m) dx

y=c
Aus der Inhomogene DGL folgt:

Klr]= ] g(x)ef® dg
Wir mochten K(x) so wahlen, dass die inhomogene DGL erfullt wird.

Bsp:
oy 1
Yy =

z x4

1. Schritt: Die DGL in die Grundform ' + f(x)y = g(z) bringen.
1 1

' E—— 2)— 1 L

y+( ) y7$4‘ f(l’)f m:Q(I)f 4

2. Schritt: Die Stammfunktion F(x) von f(x) bestimmen.

a:)=/f(m)dm=[idw=ln(m)

3. Schritt: ¢ F('r)‘ und ¥ ®) berechnen:

e Fl@) — o=(=In(z)) _ Jn(z) _ .
eﬂﬂ264ww:eﬁs:l
€Xr

4, Schritt: Allgmeine Lésung der DGL Yp, = K - (f_F(‘t) bestimmen.

y(z) =e 7). /g(z) cef®) dy
1 1

1 1
5. Schritt: Anfangsbedingung y(1) = O verwenden um C zu bestimmen.
1 1 1 1
- 0=—-+C C=

6. Schritt: Spezifische Losung / Konstante C in allgmeine Lésung einflgen.

I
z) = — =
y 423 4

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Mihovci Meriton (miho)

Bsp. inhomogene DGL:

y =x-—y y +y=x
F(,r):fldx:x
e—l’(.\') — e—x e!’(,\') — ex

y(x)=e‘x-/x-exdx

— ¢ (x et — /ex dx) Partielle Integration

=e‘x(x-ex—ex+(7)
yx)=x—-14+¢"*-C

Partikulédre L6sung

= f()y + gx)

Yo = C 10 = ¢

(x)
Yp = Yn - /g dx
Yh

y=yp+ Yp
Bsp:
2
Y= —y+x
X

1. Homogene Lésung

F(x)—/ dx

=C. eln(), =C- xZ

= 2 In(|x])

2. Partikuldre Losung

3
B A N
Yo =X /x2 2"

3. Aligemein Lésung

1,
y=C'}C2+§X4

Anfangswertproblem (AWP)

Auflésen der Konstante C. Bsp:
y=x-4, y2)=9

1. Alilgemeine Losung der DGL fiir y(x)

/y’(x)dx = /x—4dx =

y(x) = EA’ —4x+ C

2. Nach Konstante C auflésen, so dass y(2) =

1
y(2) = E23’-—4-2+C=—6+C

= In(x?)

Konstante kdnnen
ignoriert werden.

—4dx +

C=C2—Cl

9=—-6+C => C=15



DGL mit allgemeiner L6sung finden (homogen)
!

: y
y =fx)-y JSx) = 3
Bsp:
y=C-x?
1. Ableiten
y =C-2x
2. f(x) finden
-2 2
Ciie 2y fw 2
, T C-x2 x
Somit:
, 2
Yo=Y
X

Explizites Euler-Verfahren

(Auch Polygonzugmethode)
Numerisches Verfahren zur Approximation einer Differentialgleichung,
wenn eine DGL weder separierbar noch linear ist.

(X' = f(t, x) fh =1ty +k-h tAchse
{ x(t)) =x h = Ly — I Abstand
Bsp:

( x'(t) = \/t + x(t)  Gesucht x(1.2) 4 Schritte:
— h = 0.05 fo =1
L) =1 f = 1.05
1. Identifikation der Funktion f(Z, X) L =1.1
ft,x) = i+x = 1.15

ty =12

2. Euler-Verfahren

X0 = 1

xp = xg + h-f(t, x0)
=14005-f(1,1)
=14005-v1+1 =107

X =x; +h-flt,x)

= 1.07 +0.05 - f(1.05, 1.07)
= 1.074+0.05-+v1.05+ 1.07 =~ 1.1435

X4~ 1.2954 Somit x(1.2) ~ 1.2954

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Mihovci Meriton (miho)

Konvergenzradius
3
k=1 3 k2
(=1)
b= lim |2 ‘ _ DR 3 e+ 1)
o 317(7](3:(“1)5 (=1t - 352
(e
2 2
I PRt (S ). I P ()
—h1> ik S = D3
k+ 1)?
= gim 3EEDT
k—o0 k2

In(x}

sin(x)*2

(n/2,0) 2




