Rechnerarithmetik

Numerische Mathematik

Lésen von mathematischen Problenstellung auf mdglichst genaue, effiziente
und stabile Weise auf einem Rechner mit endlicher Arithmetik.
Berechnung von Lésungen mit Hilfe von Algorithmen.
Zwei Typen von (iterativen) Verfahren:
1. Direkt: Liefert exakte Losung eines Problems

(z.B. gausssche Eliminationsverfahren eines linearen Gleichungssystems)
2. Naherungsverfahren / Approximation

(z.B. Wert eines Integrals mittels Newton-Verfahren)

Fixpunktzahl (floating point) vs Gleitpunktzahl
Fixpunktzahl: 123.45

Gleitpunktzahl: 1.2345 - 10?
Normierte Gleitpunktzahl: 0.12345 - 10°

Der Exponent reprasentiert die Position des Dezimalpunktes.
z.B. 012345, -10° = 123.45;,

Der darstellbare Zahlenbereich bei gleichem Speicherbedarf

bei Gleitpunktzahlen ist enorm gross.

Maschinenzahlen

Menge M = Alle Maschinenzahlen

™M ={(‘.“.O.wﬂmz); 2(‘3’2,)}_ |w,)0~“1¢|€ {0’ l} wunel 'M(¢°}U{Q}

Basis Mantisse Exponent

Maschinenzahl (beliebiger Basis) > Dezimalzahl
(01), - 2@ = (2714 272+ 273),5 - 2000 = 7
= (Y2t Va+ Y8)yg - 2o =7
=(22+ 2" +2%) =7
(0.205)g - 8P = (2 - 8"+ 5 - 83)0 - 80 = 16.625
=(2-8"+5:8") =16.625

n
b= E m;B°"
i=1

n = Anzahl Mantisse

Dezimalzahl & Maschinenzahl (beliebiger Basis)
Bsp: 58.1424,, umrechnen in Basis 50 mit Exponent 2

58.1424 + 50 =1 Rest 8.1424
8.1424 + 50° =8 Rest 0.1424
0.1424 + 50t =7 Rest 0.0024
0.0024 + 502 =6 RestO

Float64 (Python)
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Bemerkung:
— Die Normierung der Mantisse m erfolgt dass 1 zu m addiert wird.
- Exponent e hat kein Vorzeichen. Es wird die Zahl b von e
abgezogen um negative Zahlen zu erhalten. b heisst Bias
- Kleinste Mantisse: O, Kleinster Exponent: 1
Bsp:
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Kleinste positive normale Float64:

K =) T As)- 2 1022, SSo

= Ren.2 = 2.23.-4Q

IEEE-Formate:

Single Precision (32 bit)
V EEEEEEEE MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Double Precision (64 bit), 11 Exponentenbits, 52 Mantissebits
V EEEEEEEEEEE MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

+1.0 % 21257127 = 2

120-127 _ g 5

0 10000000 00000000000000000000000 =
0 10000001 10100000000000000000000 = +1.101 %2

1 10000001 10100000000000000000000 = —1.101 % 2!29-127 = _¢.5

Kontrolle:
0.187650 - 50@s0 = (1-50 + 8:502 + 7-50 + 6:50%),0 - 50@0 = 58.1424 0 00000001 00000000000000000000000 = +1.0x% 217127 = 27126 — 5 .
=(1-50"+8-:50°+ 7 50"+ 6507y =58.1424 o .
0 00000000 10000000000000000000000 = 0.1 %2120 = 2-127
- A 'ﬁ 26 C
Verteilung Mard .“t:,’;\_m Qo e 0 00000000 00000000000000000000001 = -+0.0...01 % 27126 = 2-149
= kleinste darstellbare Zahl
__ (R I BT e eee 11| -
11 UL 1T 1
-*“‘, =X -x..;.? y“w&u\ X\V‘ﬁ* Kleinste positive Maschinenzahl emn = kleinster negativer Exponent
neg eHvar asdhver o Bemin —dl! €max = grosster positiver Exponent
Cﬁv‘—f-low weg =¢-I-w.nr ver Qvu—?\cw Tmin - n = Anzahl Mantissestellen
u“l.gf-frlou.r M‘ow . N . B =Basis
Xmin = Kleinse Positive Zahl, Xm.x = grosste positive Zahl Grésste positive Maschinenzahl
i : — e : €maz—"N __ -n em
Zahlgnlm Overflow. Entweder Fehlermeldung (Java) oder Bomams = Bfmax _ B€max — (1 = B )B max
auf xinf (Unendlich) aufgerundet (Python).
Zahlen im Underflow werden auf O abgerundet.
Anzahl Maschinenzahlen auf einem Rechner,
der 15-stellige Gleitpunktzahlen mit 5-stelligen Exponenten:
Mehr Mantissenbits = mehr Zahlen (= mehr Genauigkeit) =1 (tee, ..t )
. . + m M "~ Z 152 75/
Mehr Exponentenbits = grésserer Bereich (_ 0.M My ™).
2
Bei Verédnderung der Mantisse enstehen zwischen den alten Maschinen- 5 ]
zahlen zuséatzlich neue Maschinenzahlen. ( 2. 2 - 1)+ 1 = 2‘064- 395
Bei Verédnderung des Exponenten entstehen unterhalb und auserhalb der J & -
alten maschinenzahlen zusatzliche neue Maschinenzahlen. Vorzeic hen Foild weg 0
Maschinenzahlen sind nicht gleichmassig verteilt wehn E)Tpncnf' =0
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Rundungsfehler und Maschinengenauigkeit

Numerische Stabilitat

Fur einen Computer sind z.B. Additionen sind nicht assoziative:
(a+b)+c#a+ (b+c)

Absoluter und relativer Fehler

Es SQ;&M
X cher axclde Wark pae) X s mperoxlm:d\\lu\ Wlert.
)Gu-u helsseu

o
|;‘-x| absaluler +eller acumel |}—;—,{| relabived +etbler.
Relative Fehler sind aussagekraftiger.

Grosster absoluter Fehler ist die Mitte zwischen den letzten beiden
Maschinenzahlen (an beiden Enden).

Rundungsprinzipien

1. Rounding to nearest
2. Rounding away from O (wenn genau in der Mitte zweier Maschinenzahlen)

Maschinengenauigkeit

Maximaler Relativer Rundungsfehler (= Obere Schranke)
Durch Runden einer reelen Zahl x auf eine Maschinenzahl X.

j — X B -n n = Anzahl Mantissestellen
E— S —-B B = Basis
T 2
Maschinenepsilon eps
B _ 1 _
eps = —-B™ "= _.B"™"
2 2

eps ist die grosste positive Maschinenzahl x, fir welche auf dem Rechner gilt:
1+x=1 flirx>eps und 1+x>1 flrx>eps

eps ist die kleinste positive Maschinenzahl x, flr die auf dem Rechner gilt:
1+eps #1

Bsp: M = {x0.m1mz - 10%* | mi, m2, e1 € {0, 1, ..., 9}, m1 # O} U {0}
eps = 0.05 (=10/2-107?)

x = 0.04 ist kleiner als eps, wird auf 1 gerundet:

1+ 0.04 =1.04 = 0104 - 10", gerundet auf 010 - 10" =1

x = 0.06 ist grosser als eps, wird nicht auf 1 gerundet:
1+ 0.06 =1.06 = 0106 - 10", gerundet auf 0.11- 10" = 11

Gleitpunktarithmetik

Bsp. Addition und Multiplikation mit Basis 10 und 2-stellige Mantisse
eps = 0.05

® Addihou von X= 4350 uud y=2kS
Exaldes Evgebuis: x+y= 4555
Approximatives Esebuis auf Masclia:
N
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Ausléschung

Bei Substraktion von fast gleich grossen Zahlen, die nahe beeinander liegen,
kann ein grosser relativer Fehler auftreten.
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Fehlerfortpflanzung

Funktionsauswertung

Naherung fir den Absoluter Fehler
| f@) - f=)| =[f(2)] |i=|
—_————

absoluter Fehler von f(x) absoluter Fehler von z

Naherung fir den Relativer Fehler
@) —f@)| @] l=],
| f(z) | | f(z) |

relativer Fehler von f(x) Konditionszahl K

|z —x
|z |

relativer Fehler von x

Konditionszahl K

Fehlervortpflanzung
Verhéltnis relativer Outputfehler zu relativer Inputfehler.

Gibt ndherungsweise an, um wieviel sich der
relative Fehler von x vergrdssert bei einer Funktinosauswertung f(x).
Relativer Fehler von x pflanzt sich ndherungsweise mit der Konditionszahl fort.

@ CE )
@)@ _ oy Bzl E—al 1 /@) - f@)
o K@ W CK@ @)

Mit welchem absoluten Fehler & hdchstens behaftet sein darf,
damit der relative Fehler von f(x) hdchstens € betragt.

3

j —z < — € = Maximaler relativer Fehler
Maximaler relativer Fehler = K- eps
Bsp f(X) = x"
£(x) - hox"
K(X) = | —— ——| =|n
S e R

Far grosse Ex[aomcml&h n wird der reloddive Fehlor
shark ver/E_r;a/{ Der refotive hﬁhﬁ nicht yon x ab
x" ist gut kondizioniert fir n € [-10, 10]
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K(x) = [cos(x)*xsin(x)]

Gute / schlechte Konditionierung

KG)=40 Uasst o _sSub koudiouiert,
K@) > 40 Leisst f£0) _Schbeckt kondihouerh
KGY2 4 wircl der reledive Felder kleswer
kL,): 4 bluh der rledive TFelder )le..‘d\ ,
A<U()SAD wiivel der reledive Telder lo_;;ktjrensszh,
UGY>AD  wiivel eler reladive To-‘dJ-.r_S"-u\(jr:ssu.

Ist die Kondition sehr schlecht (z.B. hat eine Polstelle), kann eine
Ausléschung trotz algebraischer Umformung an dieser Stelle nicht
vermieden werden. Grosse Fehler bei schlechter Konditionierung sind
demzufolge unvermeidlich.

Absoluter Fehlerfaktor

Absoluter Fehler von x : pflanzt sich ndherungsweise mit dem Faktor f’(x) fort
| f'(x) I< 1 absoluter Fehler wird kleiner
| f'(x) I> 1 absoluter Fehler wird grosser
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o

o — X
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Fixpunktlgleichung x = F(x)
Numerisches Bestimmung von Nullstellen

A‘ll) - G.hudu.ﬁ Nullﬂ(“f_ﬁlgk%?xpuukﬁwduﬁ

> =8-x 2 ® ey A =
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.. J

=le a?né\::.lgu“‘

=y w s = rmeeemeam
. N

Fixpunktigleichung F(x) = x

Fur eine nichtlinieare Gleichung.

Zu jedem Fixpunktproblem gibt es ein aquivalentes Nullstellenproblem.
Die Funktion F bildet die Punkte x auf sich selbst ab. Einfach und effizient.
Vorgehen: Nullstellengleichung umformen nach F(x) = x

Fixpunktieration

Tpt1 = F(2n):  Xo, x1= F(xo), X2 = F(x3), Xpn = F(x,)

Konvergenz: Fixpunkt x ist anziehend wenn

| F'(7) <1

X, bzw. die Fixpunktiteration konvergiert gegen x,
falls der Startwert xo nahe genug bei x? liegt.

Differgenz: Fixpunkt x ist abstossend wenn

| F'(z) |> 1

X, bzw. Fixpunkiteration divergiert.

Kriterium: Fixpukte mit Steigung betragsmassig > 1 sind abstossend.
D.h. nicht alle Fixpunkte kdnnen mit Fixpunktieration bestimmt werden.

Be&seiol
T=R , )=

K= —2.5

=
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X
[
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def fixpunktiteration(F, x@, n):
X = np.zeros(n+l)
x[0] = x0
for i in range(1, n+1):
x[i] = F(x[i-1])
return x

— y=F0 =03 438 /
—y=x

of = Srm e ram
=y
=l =
2 +'(®)|<4
1 X
0
L

* %

Achtung, fir gerade Wurzeln: tv...

Banachsche Fixpunktsatz

Kriterien fir die Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten und deren
Fehlerabschatzungen.

Voraussetzungen: (siehe Grafik unten zur Verdeutlichung)
- F :la,b] — [a,b] (d.h. F bildet [a,b] auf sich selber ab)
- Ableitung durchgehend <1, d.h. a <1

Lipschitz-Konstante

= Betragsmassig grosster Wert der Ableitung F’

a= max| F'(z,)| mit zo€[a,b]

|F($)*F(y)| < a’x—y| fﬁrallex,ye[a,b]

| Fz) = F(y) |

<«
|z —y|

Steigung < «

Wenn 0 < [0 < ]_ (Steigung ist durchgehend < 1), dann gilt:
- F hat genau einen Fixpunkt Z in [a,b]
- Die Fixpunktiteration konvergiert gegen T fiir alle Startwerte zo € [a, b]

— Es gelten die Fehlerabschétzungen

20

— y=F(x)=x*05
—y=x

15 /

B i 10

05

0.0

-0.5 00 05 10 15 20 25

. a
™= e [ 6| == ,sl: - =~ o.30F
es_Ssst‘.s )l \ ) ENE Fo

Wl x <4 “f_..j"“- ot AQQQJ‘&C’ASQ“M -O-prnuld-.s':.ﬂ:
QT()() =\1; &S;+4—1-_jQMQM QUunat 'ﬁ'iKFhuk‘" in EQ»S)4SJ/

Fehlerabschatzung
X» = n-te Iteration, Max. absoluter Fehler (€)

a™

| 21 — xp | a-priori Abschétzung

Ty — T <
[ @ | 1-«
Basierend auf den ersten beiden Iterationen X, und x,
Fur (sehr grobe) Abschlatzung im Voraus.

«
m|$n—$n—1|

Basierend auf den letzten beiden Iterationen x,, und X,
Zur Uberpriifung im Nachhinein.

|z, —T| < a-posteriori Abschatzung

Absoluter Fehler | z,, — T |

Mindestanzahl Iterationen n

(Beispiel weiter unten)
1n< e(l—a)
|z1—o|

In(a)

def n_apriori(x@, x1, e, a):
return np.log(e * (1 - a) / np.abs(x1 - x@)) / np.log(a)

n = ) € = Max. absoluter Fehler

o llie viele THerchonen b Siud uahy ) dewrt stactendt wit ez 4Kk
iy >3, ol i
wler abselude Fekler vou K =ds N:.lw.ru.:j vow w=A khainar
=As AS G st
Abs:kg'ﬁzﬁ vou m et :.—Fn'gv.' —‘Ruumb_scul-&%ﬁs{mmt:
-&
as"C. !4— QHZ)

] € 5
x| € e e =43

tes (

Eine Funktion f ist differenzierbar, wenn es eine Ableitung f' gibt Gber einem = o= 455, (4-0¢) == =.2% -
gegeben Interval (Definitionsbereich). D.h. gibt es einen Grenzwert an einer [ %a=3o | - —0_5 - 53‘69 )j
Stelle xo im Interval.
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Newton-Verfahren

Tangentenverfahren von Newton. Numerisches Bestimmung von Nullstellen.

Newton-Verfahren

Vorteil gegenliber Fixpunktiteration: konvergiert fast immer
(ausser f'(xo) =0 oder f schneidet Abzisse nie, Bsp. x-e* flr xo < -1).
Nachteil: Funktion muss differenzierbar sein.

Funktion f muss auf Nullstellenform gebracht werden.

” e f(z) d g
n+1 — 4n f/(xn)

def newton(f, df, x@, n):
X = np.zeros(n+l)

S Sl

Seule

) S

x[e] =
for i in range(1, n+l):
x[i] = x[i-1] - f(x[i-1])/df(x[i-1]) E3 -
return x /-x /-
_/ 2 /% °

Vereinfachtes Newton-Verfahren

Es wird immer die Startableitung f'(x0) verwendet.
Konvergiert dafiir langsamer.

def newton_vereinfacht(f, dfxe, xe, n):

f(xn) X = np.zeros(n+l)
€T = — x[@] = xo
n+1 - n / for i in range(1, n+l):
f (IL'O) x[i] = x[i-1] - F(x[i-1])/dfxe
return x
Konvergenzkriterium

Die Nullstelle x, der Startwert und alle Iterierten x, xz, ... in einem Intervall [a, b]

liegen, so dass:
‘f f”( )
[f'(=

<1

fiir alle x aus [a, b]

dann konvergiert das Newton-Verfahren garantiert. Konvergiert auch oft,
ohne, dass diese Bedingung zutrifft!

5 — pex2)(xs1)2|

-10 -05400 05 10 15 20 25 30

-0 3

Sekantenverfahren

Keine Ableitung nétig. Es wird der Schnittpunkt von Sekanten durch
jeweils zwei Punkte (xo, f(x0)) und (x;, f(x;)) mit der x-Achse berechnet.
Bendtigt zwei Startwerte.

mn - x’l’L—l f( )
Tptl =X - f(x
nr " J(zn) — f(wnfl) "
d =1 )
w5 £6ee)— 0<.) s
= a7
4&
P, o if 916 s
A == Ve el - N
w pligr 0 T Rey e
%‘V"xd Ry
KXy

def sekantenverfahren_tol(f, x0, x1, tol):
x = np.array([xe, x1])
while f(x1 + tol) x f(x1 - tol) >= 0:

def sekantenverfahren(f, x@, x1, n):
x = np.array([x@, x1])
for i in range(2, 2+n):

x0 = x[i-2] x0 = x[-2]
x1 = x[i-1] f1l = f(x1)
f1 = f(x1) x1 = x1 - (x1 - x0) / (f1 - f(x0)) * f1

x = np.append(x, x1)
return x

x = np.append(x, x1 - (x1 - x@) / (f1 - f(x0)) * f1)
return x
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Konvergenzgeschwindigkeit

Konvergenzordnung g

Mass flr die Konvergenz-Geschwindigkeit.

Fur einfache Nullstellen konvergiert

Vereinfachte Newton-Verfahren, linear g =1 mit ¢ <1 (langsamstes)
< Sekantenverfahren qg=(1++5)/2=1618..
< Newton-Verfahren, quadratisch q =2 (schnellstes)

Firg=2:
| Tpt1—T | < ¢ |x,—7T |7 ol |f'@
2| f(=)
Falls g = 1verlangt man noch c <1.
Bsp:
[%.=%| | %-%X| [xs-%] c-@
] 7 1 °
0. J 0005
3 S 005\_/’ q=1
N i
16 0
[%—X| | *%-%| [xs-%| -8
0.25 0.0025% 0.000025 ET)
2 2 2
=0.3 = 0.0 =0.005 -
N 5\/. q= Z,
Ll 1
“0 o

Fehlerabschétzungskriterium

Achtung: Nur fiir Nullstellenform.
Kriterium: Wenn f(a) - f(b) < 0 (= Vorzeichenwechsel),
dann besitzt f mindestens eine Nullstelle X im Interval [a, b].

wenn f(z, —€) - f(xn +€) <0 danngit | Ty — X |< €

def newton(f, df, x@, epsilon):
X = x@
while f(x - epsilon)*f(x + epsilon) > @:
x = x - f(x)/df(x)

return x
Dl — y=t)=x"3-8%+3
def f(x): return x**3 - 8.%*x + 3
def df(x): return 3*x**2 - 8. 15

epsilon = 1.e-8

X0 = -2.

xquer = newton(f, df, x@, epsilon)
print('%9.8f" %xquer) # -3. 0
——
X0 = 0. -5
xzweiquer = newton(f, df, x@, epsilon) 10
print('%9.8f"' %xzweiquer) # ©.38196601 3 5 2 O o1 7 =3 N
w L ®x

X0 = 2.
xdreiquer = newton(f, df, x@, epsilon)
print('%9.8f' %xdreiquer) # 2.61803400

Semilogy und loglog

- Semilogy: Der Graph einer Exponentialfunktion f(x) = ¢ - a*in einem
Koordinatensystem mit logarithmischer y-Achse ist eine Gerade.
plt.semilogy(x, y)

- Loglog: Der Graph einer Potenzfunktion f(x) = ¢ - x@ ist eine Gerade,
wenn man beide Koordinatenachsen logarithmisch wahit.
plt.loglog(x, y)

= |n(€(ﬂ)) X
Se_mi(o\]y’ In (c- a") Ih(e) +In(a") = x-ln(a) + ln(e)
Loj/oJ.' In (C' )(q) = 'n(c) + n (xq) = ln(x) -9 + ]v\(c)

m + b

I\

X

X
006" =10 (0g7) — 5(@5™)

Achsenabschnid laj (’10)

=3 2 S‘H\Jw:\J z
Zx Achmuqénhm»ﬁ loﬂ(s 2 )
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Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Regulédres LGS a1 X1+ an X2+ angXs + ... + @nnXn = b,
Anzahl Gleichungen = Anzahl Unbekannte (= quadratische Matrix)

A - x=b ist genau dann regulédr wenn det(A) # 0 > LGS hat genau 1L6sung

Vektor-Matrix Form A-x=b

a;n a ain 1 by

12
a1 azy -c+ a2y Zo ba

Apl Gpa o+ Gpp Ty by
AecRM™ zeR" beR”
a [
20a + 10b = 150 20 10 O | 15
50a + 30b + 20c = 470 —> | 50 30 20| 420

200a ¢ 150b t 700c = 2150 200 1%0 700 12150

Determinante einer Koeffizientenmatrix (Dreiecksmatrix):
det(A) =(-1)%-an-ax - .. am

Eine det(A) zu berechnen ist auffandiger, als eine Lésung zu berechnen.

Gauss-Verfahren

Zum l6sen eines LGS Ax = b.

z = Anzahl Zeilentausch

Fir héchstens hundert Unbekannte reicht das Gauss-Verfahren aus.
Fur grossere LGS werden iterative Verfahren verwendet (Fixpunktiteration).

In der Numerik werden nur folgende Aquivalenzumformungen verwendet:

— Zeilen-Substraktion: Einer Zeile wird ein Vielfaches
einer darliberliegenden Zeile substrahiert.

— Zeilenvertausch: Zwei Zeilen werden miteinander vertauscht.

= Standardisierte Vorwartselimination

Standardisierte Vorwartselimination

Ziel ist die Matrix auf eine rechtsobere Dreiecksmatrix zu bringen, so dass
dann einfach Riickwartssubstituiert (Rlickwaertseinsetzen) werden kann.

n
E Qi T4

- j=i+1
' (£27)

a; iz Zdilea = Spalien

1 lst 04=0" 2eilenweshs] wif ester

uukrkal“ic’m‘w\ 2uly wit Fz‘vmo(lv ariabel:
@" <) b e @1 2

034 2 2 0234
2122 ¢ o1z
4262 4262

Z. Subshshivie (jedsr unfechalb lw.\.lma(u Zeilen dag _,'L Jache
d‘,,- a[olvw“lm Zbdb

Spaltenpivotisierung

Pivot = Fiihrende Variable
Minimiert numerische Fehler die durch Rickwartseinsetzen
und Gleitpunktoperationen entstehen.
1. Breite das b,,-lmasm;n ar&‘:l& Eloment i dor
alAacdlin Spalte und verdamhe wib hbuelles Zeile.

2/5. Wie Stonderdisicde Vo/wil-bb[iwintt"on.

(OLEE] @262 @262 4262 4262
oqzzz/"z*aqz: 2-Bug 0123 5 Bng o@rs Z/NZ o®z # .
2r68 +ep ©37z.% 0333 M 2,57033% F P oaes
4262 4z 2483 0252 0z52

def gauss(A,b):
# Er

Koeffizientenmatrix M = (A|b)
. bl.astype(float)

n = np. slle(b
for ] in range

if k != j:
ML),k

i1 = MI4, 340 1/ Mi§,50 % MI3,3+1:]

# Rueckwaertseinsetzen
x = np.zeros(n)
for i in range(n-1, -1, -1):
x[il = (M[i,n] - np.dot(M[i,0:n], x)) / MIi,il]
return M, x

Dreieckszerlegung

LR-Zerlegung
Wenn eine nxn-Matrix mit dem Gauss-Algorithmus ohne Spaltenpivotisierung
in eine rechtsobere Dreiecksmatrix gebracht werden kann. Dann gilt:

A=L'R  awr=wR)x=

R = rechtsobere Dreiecksmatrix
L = Vielfache der Zeilensubstraktionen (linksuntere Dreiecksmatrix)

L (R x)=bry=b

Vorgehen
1. LK~ZM!¢0W3’ 2. l____;:b_ Vorwarfs edmefen:
210 210|100 "“’-Z‘Z V=2
40-1 2-22, 0-2-17 Z10 10 VeZ4-22 =0
23 -1 z 3 -1 c1 210% * .
1-111 | ¥s=1"2¢0=21
A
— 210 100
0 -2 -7 A
218 0721 |17 3 R-x=Y¥ Ralwirb evsehen
216 100 Koox Ky ’ﬁ_,}
0 -2 -1 210 21 0 2 X!_L1 —7
+3__1
Z-C102, 0 02| 111 0o-2-1 0 xz—o:,_ =&
R L 002t | k=3 =F

PLR-Zerlegung
Wenn eine nxn-Matrix mit dem Gauss-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung
in eine rechtsobere Dreiecksmatrix gebracht werden kann. Dann gilt:

PA=LR

P: Permutationsmatrix (Einheitsmatrix mit Spalten in anderer Reihenfolge)
L: Achtung, Zeilentausch in L unterhalb der Diagonalen.

Vorgehen
O8x 2122 1. PLR-Zurlegeny 2Pk
623 4 & 623 4
0122 2_121 0122 210 40-1 100 | 010 c10 4 1
4z 6 2 oozo 4 01 2 2, 21 0 -10 | 100 oo |*[1]=(5
2z & 2 3 - 1 [ ] 10 0 5 +
R 1 r
3. Geht za qOH jt vad  witedervle Vu‘Fn'u w, A 401 (100 010 i
2122 Z;‘%Z-' 6 1 7 %o 100 3 E—y =£'—- Vorwarts u‘mu{uw
12, 03% |21 |00 LI
o’lz: z 2s-22 - 1001 | W=l
00zo0 ., *o-1 [100 loao % 0|8 | Vu=5-%%
2,3 03-% h%10 [poq hhil 4 | yy=a-Yh=2
Problem > Numerische Fehlerfortpflanzung Y o1 % pho1 400
In jedem Eliminationsschritt vergrossert sich der absolute Fehler um den 401|100 o100 % Rx=y Rakwir eimehen:
Faktor‘a“ Wiinschenswert ware | “” < 1. 03-h |%10 |0on %k K
e R ) . T3k o0 s |[h1 |10 0 4o |1 Tr=(e3)e=
Zusatzlich wird mit jedem Rickwartseinsetzen der relative Fehler verstarkt 4 -
d lei K hi & L P 0 3-%|% | :('{v_’r/;‘!)h =2
(Runden von Gleitpunktzahlen). o0 ila |x-2
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QR-Zerlegung
T = —les: —
R:X=Q *b ¢ Duwoh Rickwariseinsthen 15sbar
Zerlegung mit Housholder-Verfahren
22-1

A:1—70
= |zo0 1

1. lteration (i=)
2 2-1

E=A1= -1 0
201

) * |ﬂ1l * La

Vq uistv normiert,d.h. ~ u
u notfalls normieren:

Qq = H‘I = | ~% % % Spiegelmatrix
s Ths
-3 -1 0 Spiegelung von A,
R= Q& 7" = o - "/5 1/5 so dass asy und as,
hew T 0 _‘/5 ’/5 auf der x-Achse liegen.
T % % %
_6,2— = _@_7 = |-% % s
new 7 ~%s %S

2. (MMA 1&41:('(/) [+eration Ci’z)

-Ys s
-Y% s

.’iz—‘-

... wie 1. Iteration

n-1 Iterationsschritte fir eine nxn-Matrix

- Verfahren ergibt immer die gleiche QR-Zerlegung (QR-Zerl. ist eindeutig)
Verfahren kann immer durchgefiihrt werden

Bendtigt doppelt so viele Punktoperationen wie fiir die LR-Zerlegung,
kann dafur aber numerisch stabiler sein.

— Bestimmung von Eigenwerten von Matrizen.

Q,R = np.linalg.qr(A)
x = np.linalg.solve(R, Q.T @ b)

def qr(A):
n = np.shape(A) [0]
R = np.copy(A)

Q = np.eye(n)

for i in np.arange(@, n-1):
a = Rli:,i]
e = np.zeros(n-i)
elo]l =1

v = a + np.sign(al[@]) * np.linalg.norm(a) x e
u = v / np.linalg.norm(v)
H = np.eye(n-i) - 2 * np.outer(u, u)
Qi = np.eye(n)
Qili:n,i:n] =H
R=Qi@R
Q=0Qe@0i.T
return Q, R

Eigenschaften von Q@

- Qist reguldr = besitzt eine Inverse
(d.h. det(Q) # 0 und Q ist eine nxn-Matrix)

QTQ:In
Q—lZQT

- Die Spalten-Vektoren sind normiert und stehen paarweise senkrecht:

— Zusatzlich ist Q eine Orthogonalmatrix:
Die Inverse einer orthogonalen Matrixist
gleichzeitig ihre Transponierte.

e

n/3 2/3-2/3
9-43 4/3 2/3

_ [2/3 -2/3 -4 /:?J

- Orthogonale Matrizen (= Rotationsmatrix) beschreiben Drehungen und
Spiegelungen oder Kombinationen daraus. Durch Multiplikation mit einer
orthogonalen Matrix. Q kénnen Vektoren gedreht oder gespiegelt werden.

Q- cosa —sina ist eine Orthogonalmatrix und dreht einen
sin« cos o Vektor um den Winkel a (relativ zum Ursprung)

- Alle Vektoren (Spalten) in einer orthogonale Matrix stehen alle senkrecht
zueinander (= linear unabhangige Basisvektoren).

- Orthogonale Matrizen sind gut konditioniert: Q - x und Q - X liegen nahe
beieinander: Fehler von Q - x und Q - X ist gleich dem Fehler von x und X.

Housholder-Matrizen

Orthogonale Matrix, Transformationsmatrix

= Householdertransformation: Beschreibt eine Spiegelung an einer zu
v senkrechten Geraden oder Hyperebene (Ebene im 3-dimensionalem
Raum) durch den Ursprung:

5 Uhinkelhat bieende
L =) -
SP‘_QJQ)Q'C' e s Zwsischen Ruebtuugen
i watu, =is N Von &, wud A.Aiﬂv.
I O ormalenveldar =4
— =1 vl urspms.
L = -
o H,
”-
! ' /”V"
r 1 -5 H,.
=42y
R =Q A Q: Q,
R = Ql. R =Q.-Q,-Q.-A v ist die Winkelhalbierende zwischen a und x-Achse und
;‘ - :l,—f " 2 T Normalenvektor der Spiegelgeraden oder Hyperebene.
Die Housholder-Matrizen H benutzen um eine nxn-Matrix schrittweise auf
eine rechts-obere Dreiecksform zu bringen. v s s
T Q=Q7-Q,-Q, Zum nachrechnen muss die erste Spalte N
— . 1° =
Q = Q. _Q_?. =@ Q. Q. unterhalb der Diagonalen von A zu Null werden, :
new alt =(Q;- Qs Q)" wenn man H mit A multipliziert. Der erste Spalten-
! 2 n vektoren wurde so rotiert, dass alle Komponenten auf der x-Achse liegen.
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Vektor- und Matrixnormen

Grossenmasse fur Vektoren und Matrizen kdnnen unterschiedlich
gemessen werden.

Vektornormen
“5||A= [3a|aet |3, 1-Norm (Summennorm)
| ”2_ =[xt n® 2-Norm (Euklidsche Norm)

" x ”oo= “*""\{llal)---/lxﬂl} oo-Norm (Maximumnorm)

Matrixnormen

1-Norm (Spaltensummennorm), einzelne Spalten summieren ¥
I ‘_\"4 =wo x{|z.“|+...+|=.,“|} N |=.m|+m+|=.m\}
2-Norm (Spektralnorm):

Ial,=wmenf{N |} ist Eigenmert van Ala } = \/p(A7 4)

o0-Norm (Zeilensummennorm), einzelne Zeilen summieren 3
Il ‘_\"0‘,2 “‘“’“{ |='44\"'---+ It‘Ah\/ - ,z‘m\"‘--:"lz‘uq \}

np.linalg.norm(x, 1)
np.linalg.norm(x, 2)
np.linalg.norm(x, np.inf)

Aufwandabschétzung

Grundrechenoperationen / Floating Point Operations (Flops):
n = Anzahl Unbekannte / Matrix-Grésse

Gauss-Elimination: §n3 P 252 B

LR-Zerlegung: 2n -+

QR-Zerlegung:

QR-Zerlegung beansprucht etwas mehr als doppelt so viel Zeit wie die
Gauss—Elimination bzw. die LR-Zerlegung.

Ein GHz-Prozessor kann 10° Flops/Sekunde ausflhren.

Vergleich zu iterativen Lésungsverfahren: Vorteil: Iterativen Losungsver-
fahren haben deutlich kleineren Rechenaufwand, nur n? statt n® Flops.
Nachteil: Liefert nur Naherungslésungen und manchmal keine Konvergenz.

Jacobi-Verfahren

Auch Gesamtschrittverfahren gennant.

Altes iteratives Losungsverfahren eines LGS. Aufwand n? Flops.
Liefert nur Naherungslésungen und haben manchmal keine Konvergenz.

Komponenten werden gleichzeitig berechnet.
Kann parallel berechnet werden.

Idee: LGS in Fixpunktform bringen:

A-z=b — z''=Bz® 4+ =F(h

Eigenschaften
]| >0 und [z =0<+= 2 =0 Vorgehen:
IAz]| =] A| ||| Aist eine reelle Zah. Gilt auch fur ol iz s b
Matrizen. A= as; Qs a9 b= by
Iz +y| < ||lz| + ||ly|| “Dreiecksungleichung” 31 g ags bs
| Az [l; < A= (=1,20) o 00 g e 0 e
D= 0 [¢5)) 0 ,L = a91 0 0 ,R = 0 0 Q93
W - @+oll = (Wl lull +[lvl) 0 0 o a1 g 0 000
Diagonalelemente von D durfen nicht O sein > Zeilen tauschen!
Fehlerrechnung und Aufwandabschétzung il ) . 1
> + —_— —_— - . . - .
Fehlerfortpflanzung und -abschatzung firLGS: A = b = b + A\b z - D (L + R) "+ D b
~ _ .
Abschatzung wenn nur Vektor b fehlerbehaftet ist: Az =0b = B-z"+c
Maximaler absoluter Fehler von T (rechte Seite ist zu berechnen) = F(mk)
~ - d
H r — || S || A || : || b-—»b || X° = Startvektor
Maximaler relativer Fehler von (rechte Seite ist zu berechnen) - ) @
lo=al ¢ A At LB g g0 | DX, TTNE TR
Tell = I Dox®™? 2 - (R x e b
Konditionszahl der Matrix A bzgl. der verwendeten Norm. x("“) L VI _*(“)4_ (N
= Faktor, mit der sich der Fehler verstarkt: - -‘P ( (L*—.—?) - _)
— k) -4 ) -4
cond(A) = |[A| || A7 2T AR) R A D e
Schlecht konditioniert: Ist die Kondizionszahl gross (>10), kdnnen sich
kleine Fehler im Vektor b zu grosen Fehlern im Ergebnis x verstérken. Inverse von D . . .
a, b, oder c dirfen nicht O sein = Zeilen tauschen!
np.linalg.cond(A, np.inf) a 0 0 i 0 0
D=(05b 0], D'=[ 0 ; O
Abschitzung wenn Matrix A und Vektor b fehlerbehaftet sind: AT = b 0 0 ¢ 00 %
Maximaler relativer Fehler von 2
|- | cond(A) | A- A = b [ def jaccobi_fast(A, b, x0, k):
< — - d = np.diag(A); D = np.diag(d)
(K 1—cond(A) - H‘ﬁ;‘ﬁ” Al 1o Lplusk = A -dD
Dinv = 1. /
. . ¢ =Dinv x b
Weiter sei: N n = np.shape(A) [0]; B = np.zeros((n, n))
H A— A H for i in range(n): B[:,i] = -Dinv % LplusR[:,il]
COl’ld(A) . w < 1 for j in range(k): x0 = B @ x0 + ¢
return x@
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Gauss-Seidel-Verfahren

Auch Einzelschrittverfahren genannt.

Altes iteratives Losungsverfahren eines LGS.
Konvergiert schneller als Jacobi-Verfahren. Allerdings
wird das Jacobi-Verfahren in der Praxis bevorzugt.

Komponenten werden einzeln berechnet.

Idee: LGS in Fixpunktform bringen:
= _(D+L)'" R-2*+(D+L) b
=B-zF+¢
= F(z")

def gauss_seidel(A, b, x0, k):
d = np.diag(A)
D = np.diag(d)
R = np.triu(A) - D
LplusDh = A - R
LplusDinv = np.linalg.inv(LplusD)
B = -LplusDinv @ R
c = LplusDinv @ b
for j in range(k): x0 = B @ x0 + ¢
return x0

Bsp. mit Unbekannter

A =<Z f,) b :(,',’), x(°’=<.q1)

chdki

(o) (L) ()

Lk X D’ b

- (40~

e

(oe)' R (o))" b

_ € ; 1 _ ¢+ 1
—\e g-1) T \grv e -1
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Konvergenz (Jacobi und Gauss-Seidel)

Fixpunktiteration fir ein LGS.

Fixpunktiteration

2 = Bx™ { ¢ — F(a™)

Fiir Jacobi (Gesamtschrittverfahren)
B=-D ' (L+R) c¢=D"'-b

Fiir Gauss-Seidel (Einzelschrittverfahren)
B=—-(D+L) 'R c¢=(D+L)"'b

Konvergenz gegen x

1. Diagonaldominante Matrix

Falls A diagonaldominant ist, konvergiert das Jacobi (Gesamtschritt-
verfahren) und auch das Gauss-Seidel (Einzelschrittverfahren) fur Ax = b.

Es gibt nicht diagonaldominante Matrizen, fir die die Verfahren dennoch konvergieren. Das
notwendige Kriterium fir Konvergenz ist, dass der Spektralradius p(B) < 1.

Diagonaldominant, falls eines der beiden Kriterien gilt:

- In jeder Zeile oder Spalte ist das Diagonalelement betragsméssig grosser
als die Summe der Betrage aller anderen Elemente der Zeile oder Spalte.

Bsp: .
N RS N P P T
A=|-28 4 —»].5'[>\—z\+|a|c/

difjo wal dowinant
A =2 S| —=|5|> |a|+|-2| V/

Wenn Diagonaldominantz nicht zutrifft, muss zusatzlich Fixpunktsatz

Uberprurt werden:

2. Fixpunktsatz

— T anziehender Fixpunkt, falls || B ||< 1
d.h. F(x) besitzt genau einen Fixpunktvektor x.

— T abstossender Fixpunkt, falls || B ||> 1
d.h. F(x) besitzt genau einen Fixpunktvektor X.

B ist Ableitungsmatrix von F.

Vorgehen:
1. Ist x ein Fixpunktvektor von F?
Esmussgelten: B.x +c =2z

2. Ist x anziehend oder abstossend?
Anziehend wenn || B ||< 1, sonst abstossend.

Fehlerabschitzungen

Der Abstand von x® zu Xgipunie kann abgeschéatzt werden durch:

(n) = n-te lteration, n = Exponent

B n
2™ -z < % | £ —2© || a-priori
Basierend auf den ersten beiden Iterationen xo, und x;
Fur (sehr grobe) Abschlatzung im Voraus.
B
2™ -z < % | 2™ — 2=V || a-posteriori

Basierend auf den letzten beiden Iterationen x,4 und x,
Zur Uberpriifung im Nachhinein.

Mindestanzahl Iterationen n

e(1— || B]|)
n = |logg [z — z0O)|
e(1—||B]|) 1
1 .
%20 =20 ) "log|B]

8/12



Komplexe Zahlen C

“14i @

1+ .
-1 1 E‘-“'y ReafLeil Re(z) = x
R maginarleil |m(2) =y
i 1-d N Eacly
i = il = gidm 2] :W
S ={z.2
L1 = ¢im
1=¢° T
it= -1
140 = V2. el i
1—i = V2-€i™ = 2.e0im "= 1
— 14 = V/2-€iT 1°=
L1 = 2T — BT

x={"16 = {76.00 =67 = #i
EC+1 =0 = '=-1 = x=["=i

Darstellungsformen

Normalform (x, y)
2 = x syl <2 Pz;(x,y)

2" = x —yi Konjugation

Polarform (r, ¢)
Trigonometrische Form

z=r(wse + singi) =

Exponentialform

r-cosy + r-Sin @-i

2= r.eit= r(cvsp + Sin?,;) e T= -1
Lo\ .
Zv\ = (r.ea‘P) iy em"l’ - r"‘((,os(“‘?) + Siy\(y\q)‘i)

Normalform (x,y) = Polarform (r, )
ta'(X)  ## X 70

\e =
fan'(R)+ T f x <0
Polarform (r, ¢) » Normalform (x, y)

2=r-e% x=r cosp y = r-Sing

Grundrechenoperationen

Multiplizieren
Am einfachsten in Exponentialform

Multiplizieren heisst: lhre Winkel addieren und ihre Langen multiplizieren.
Multiplizieren mit (O + i) rotiert v57.

Addieren / Subtrahieren
Immer in der Normalform

.

2e b2, = (%4 Yai) £ (Kot Yei) = (%% ()4 ( Yt \/,,)i
\/

Dividieren

Am einfachsten in Exponentialform

i _ 2, Z: _ ()(1*'\/1[)'(,(7—_'\/10

2, 2,0 27 (xz*Yzi)'(Kz‘Yzi)
_ ( %%z + Ya¥e) . (x,_\/, -u@)
= |

®-0® &+®
¢,
24 _ Cq el Vi i (-ge" - l{)’,)
2, r et@,_ r2

Potenzieren

Immer in der Exponentialform
Lo\ .

2" = (re®) = "™ = (cos(n®) + sin(ne)i)

n " *

z, = 2 = 2, = \1_2_2 =z,

Radizieren (Wurzelziehen)
Eine komplexte Zahl mit Exponentialform @) = 7 - eup besitzt n Wurzeln.

n = Wurzelexponent, Zf = Wurzel vonw, k = Laufindex
2 =1y - €K
+ k- 27
rE = /T O = prram k=0,1,2,...,n—1

n

Die n Wurzeln 2p, 21, ..., Zp—1 bildenin der komplexen
Zahlenebene die Ecken einer regelmassigen n-Ecks:

2. Wurzel 3. Wurzel 4. Wurzel

2,
2, 2 20
. K
2
2 2

2

Polynomialgleichung

Ein Polynom n-ten Grades mit komplexen Koeffizienten besitzt
genau n Lésungen. (Im Gegensatz ein Polynom mit reellen Koeffizienten
besitzt hdchstens n reelle Losungen).

Ein Polynom vom Grad n lasst sich wie im Reellen in Linearfaktoren zerlegen
mit den Nullstellen z. Bsp:
P(z):zg—z2—|—4z—4 N P(z):(z—l)(z—2z)(z—|—2@)

Das Polynom hat also eine reelle Nullstelle z,=1 und
zwei zueinander komplex konjugiert Nullstellen z, = 2i und z; = -2i

p(2) = zz+‘(—++i)_-z + (‘5—52

b c

n:('l+ Oi): 1

Mitternachtsformel

_ -b £ {b* = 4ac

2, =
" 2o

/1-71-“ Kreisteilungsgleichung (kein Modulstoff)
ko =\ [X2 . .
2, 2, = (X., + Y,[) . (Kz+\(1i) = ¢ a . 2™ = 1 hatin C genau n Lésungen.
N A ik 2z
- zr=¢e"n k=0,1,2,...,n—1
. Z li 2 i i 2
= (_x1x,,— Va¥e) + (e + %aV,) i
z, Zo
2, = . e,'le‘ . rle"‘h = rr e_icle"*q)t)
2=1 2=1
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Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition A:x = A-x

Vektor x (in R?) liegt nach der Transformation auf der selben Linie.

A einzraelle hxn —Medn'x, A = Tioa s foruad tonsmabrix
R suireller ader kowplexar n=\lektar
Verschiedauvow Nutlveletor Q}

N 5w 1eelL adler kou«‘ahxl Zald,

Deauu haisst X Eigauvekter Zu Eigeuwert X\ A
Weuh_j““‘: e e i T en

A-X=xex

n- ﬂldvhunaw

Ax=x = x= Frvwhlr , A=1

Spur / trace (engl)

Die Summe der Eigenwerte ist gleich der Summe der Diagonalemente von A.

trA:an—I—a22+...+ann:)\1—|—/\2—|—...—|—)\n

Charakteristischen Polynoms p()\)

Zum bestimmen von Eigenwerten A, > 1. Schritt
Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des Polynoms.
A hat genau n Eigenwerte, von denen manche mehrfach vorliegen kénnen.

A ist Eigenwert von A <= det (A — A\I,,) =0

A:(all >:>A—/\I2:(”'li/\ a2 >
a1 asy asy — A

p(A) =det (A — ML) = (a11 — N)(az2 — \) — a12a2

a12
a22

Fur eine Dreiecksmatrix gilt:
ajp — A aiz ain
0 azge — A - Q2n
A-), =

p()\) = det (A — )\In) = (a“ — A)(CLQQ — )\) N ((l,“l — )\)

Die Diagonalelemente einer Dreiecksmatrix A sind deren Eigenwerte.

Falls A eine Diagonalmatrix ist, dann sind die Diagonalelemente zusatzlich
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms = Algebraische Vielfachheit

Bsp. Eigenwerte A;bestimmen:

=(45)
p(/\):det< 0 ) _(2-

:)\2+1:0 = /\172::|:\/71::*:’L.
Algebraische Vielfachheit von A = 2

Eigenraum

Zum bestimmen von Eigenvektoren > 2. Schritt
= Lineare Hille (Erzeugnis, Spann) der Eigenvektoren zu einem bestimmten
Eigenwert.

Der Eigenraum des Eigenwertes A ist die Lésungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystems:

(A—MX,)x=0

Eine nicht-triviale (d.h. von O verschiedene) Losung, wenn:

Rg(A — A\,) <n

- Rang = Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren (fiihrende Variablen)
— Die Dimension eines Vektorraumes ist die Anzahl seiner Basisvektoren.

- Basis(-Vektoren) = linear unabhangige Vektoren eines Vektorraumes,
mit denen sich jeder andere Vektor des Raumes eindeutig als
Linearkombination darstellen lasst.
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Bsp. Eigenvektor zu A, = +i
Homogene Gleichungssystem losen:

2—1 5
(A—)\lIQ)iB—( 1 9

x1
) (%
bzw.
2—1 510
( -1 —-2—1 0>

Die Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix sind
parallel (orthogonal) zueinander.

)=(5)

(A-—X\1I5]0)

Varia

Geometrische Vielfachheit von A

= Dimension des Eigenraumes eines EW A.
= Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren zum Eigenwert A.

n—Rg(A — \I,,)

n = Anzahl Spalten/Zeilen einer n x n Matrix.
Rg = Anzahl Fiihrende Variablen

Geometrische und algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts missen nicht
gleich sein. Aber: geom. Vielfachheit < algeb. Vielfachheit

Algebraische Vielfachheit von A

Die Vielfachheit (Anzahl gleiche Nullstellen), mit der A als Nullstelle
des charakteristischen Polynoms von A auftritt. Bsp:

pA) =A(A-3)-(A-3)

A =0 ist EW von A mit algebr. Vielfachheit 1

A =3 ist EW von A mit algebr. Vielfachheit 2 (doppelte Nullstelle)
Spektrum o(A)

Menge aller Eigenwerte von A.

Eigenschaften
Hat man zwei Eigenvektoren x und y zum selben Eigenwert A einer Matrix A,
so ist x + y und auch jedes Vielfache von x ebenfalls ein Eigenvektor zum
Eigenwert A:
Az +vy)
A(px) =

Az + Ay =z + ) \y= ANz +y)
PAT = prx = Aux

det A=A -A2--- Ay

Fur reelle quadratische Matrix A gilt:

- Zu jedem Eigenwert von A gibt es unendlich viele Eigenvektoren

- Der Eigenraum zu einem Eigenwert A von A besteht genau aus allen
Eigenvektoren zum Eigenwert A und dem Nullvektor.

Spektralradius und Spektralnorm (2-Norm)

Spektralradius: Betragsmassig grosster Eigenwert von A.
p(A) = max{| X || \ ist ein Eigenwert von A € R"*"}
Spektralnorm (2-Norm):

I A [l2=1/p(A" A)

Vektoriteration / von-Mises-Iteration (engl. Power Method)

Verfahren zum berechnen des Spektralradius und den zugehdrigen
betragsmassig grossten Eigenvektor einer diagonalisierbaren Matrix A.

Not as numerically stable as SVD (Principal Component Analysis).
Avk)
| Av®) |2

(0T ApH)
COG

L)

Eigenvektor

)\(k—l—l) —

Eigenwert

def vektoriteration(A, v, n, norm=2):
for i in range(n):
ew=v.T@QAQV / (V.T @ V)
v=A@v / np.linalg.norm(A @ v, norm)
return v, ew
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Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen
1. Eigenwerte: det (A — A\I,,) =0
2. Eigenvektoren: (A — \I,,)z = 0

a 1 0
A=l1 0 2 det(4-AL,) =0
0 Z 14
a=-\ 1 0 a-N 1
=1 ahz 4 ad=(a-A)=5(a-A)=0
0 2 aAo 2

= (a-A)((a-A)'=5) =0

G__\r___l
=0 =0
Fall 1 FallZ

Fll 1: A\, = a

Fall 2 (a=A) = 5 = (a=A)(a-A) = § = 0

[ ) R — ——

3 (s [
/\2,3 = 9xl35

d(A)=1 a, a5, a3}

120 det (A-AT) =0
(z-N(2-2) =(-1)5 =0 =N+ =o
= N1 = AN=2TF = N\, =i

2BV (A=AL)x =0
* >\1 = i

z+ 5 ’ 0) 2 Z4i 5 4
—1 -2+ |0 22-5—2. \ 0 -2+ -5
11

g

Z L
\_/——v—'—‘-’
[ 240 510 4
- 0 0 0 X, =0q
_ =50 —5a (2-i)
X2 = TZ4i Z40 (2-i)
—10a + Gai —70a + 541
= — - 2 - —q = a(—ZJ—i)
4}—2'\{-21—"[’_' g

-1

-2+ 1
0< 1 ) EU zum EW X=-i

EIngﬁV\W\ )\1 W-l'l a & (L

2, =

“A2=1(Ahaliches Veefahrn)
—2—

Geomerinhe Viddfachhsit © n=Rg(A-N[) = 2-1 =
Eiguranm Ex, = fzle=a(y"), acq})

EU zum EW A=

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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Numerische Berechnung von A und Eigenvektoren

Diagonalisierbarkeit / Ahnliche Matrizen

B=T1'AT, A=TBT '!=T"'BT

B und A heissen zueinander dhnlich. T ist eine regulare Matrix. Die Gleichung ist von Rechts
nach Links zu lesen.

Ist B zusatzlich eine Diagonalmatrix, so ist A diagonalisierbar, d.h. A lasst sich mittels eines
Basiswechsels (also der Konjugation mit einer regularen Matrix T) in eine Diagonalmatrix B
transformieren, d.h. B ist A in der neuen Basis. B ist eindeutig bestimmbar (die Werte andern
sich nicht bei anderen T). T hingegen ist nicht eindeutig.

Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Bund A sind zueinander ahnlich:
B und A haben dieselben Eigenwerte
(inkl. gleiche algebraischen und geometrischen Vielfachheit)
Ist B ist eine Dreiecksmatrix:
Diagonalelemente von B sind EW von A. (Siehe Matrix unten)

2. xistEVzum EW Avon B > Txist EVzum EW Avon A

Br=M\x — ATz =)=z

3. A ist diagonalisierbar / B ist eine Diagonalmatrix:
— Diagonalelemente von B sind EW von A.
- Die Spalten von T sind linear unabhangige EV von A zu den EW von B.

B T T

10 59 2 45
= “A-
0 3 2 4 -1 2.5
A ist diagonalisierbar (weil B eine Diagonalmatrix ist), somit:

Eigenwerte von A: A, =1, A,=3
Eigenvektorenvon A: v, =(2,-1) zum A, und v, =(-4.5,2.5) zum A,

Matrix T bestimmen

A=<_5Z Z) het EW A =6, Ao und

zuabhir{jé Ev x1=<§), x2=<:;).

A st d[q;ma([?fib/éar, comif a}H D=T A-T mit
A 0 é 0 z ~1

o5 5)-(£2) (o n)-(1 )

D = np.linalg.inv(T) @ A@ T
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QR-Verfahren

Numerische Berechnung des betragsmassig grossten EW (dominater EW)
und zugehdrigen EV. Ziel: Rechtsobere Dreiecksmatrix A.
Diagonalelemente von A® sind dann genau die EW von A.

Az‘+1 = Rz’ . Qz wobei A; =Q, - R;

def qr_eigen(A, n):
for i in range(n):
Q, R = np.linalg.qr(A)

A=R@Q
return A
Initialisierung Schritt Ausserdem gilt:
A(a) ny A(mz___ R(L) Q(L) A(o= (k) R(k)
’ ) ) 4@ @
PP<I, p“Lp¥g? A Ld)-A" ¢

-1 T
a = Q
AW konvergiert gegen eine reelle Matrix.

Komplexe Eigenwerte

FECK R B R
<X .
o - .
_A( )= 22«: oo Reelle Eigenwerte
Sed ¢
O %55

T® T DN e

«Perfekte» obere Dreiecksmatrix:
Wenn alle EW von A betragsmassig verschieden sind - keine 2 x 2 Blocke.
Bsp. Verfahren liefert keine Dreiecksmatrix:

0.1072 —2.5543 ‘ —0.6586

A= 2.3955 1.1072 —0.2575
0 0 | 1
p(A) = (—0.1072 = X)(1.1072 — X) — (—2.5543)(2.3955)
~XN —1\+6

A2 = 0.5£2.3979¢ Az =azz =1

Wenn A eine symmetrische Matrix (Diagonalmatrix) ist (A” = A),

dann sind alle EW reell und die Spalten der Matrix P zugehorige EV von A
der Lange 1. Matrix P ist normiert.

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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Singulédre Matrix: det(A) = 0, non-invertible
Reguldr Matrix:  det(A) # O, invertable

Inverse Matrix A

Eine Inverse existiert nur wenn det(A) 7& 0
und nur fir quadratische Matrizen.

A-AT = ATA = |,

Fur 2x2-Matrizen

a1 (4 by __1 (d b
_det(A) —C a _adfbc —C a

Far n x n-Matrizen

(;01100) - 10 of-g -g -2
1 -1 0o|l0 1 0 Auf erweiterte (o 1 0 ,g ,% ,%)
-7 3 30 0 1 ZSF bringen 00 1|-8 % -1
- 1 -0 (oo
At=|-g -8 Zf=-zf6 11 2
a1 C

Inverse einer Diagonalmatrix = Kehrwerte der Diagonalelemente

a 00 100
D=|05b 0|, D'=[0 } 0
00 ¢ 00 2

Eigenschaften einer Dreiecksmatrix (obere oder untere)
- Die Determinante ist das Produkt ihrer Hauptdiagonalelemente.
— Die Eigenwerte sind die Elemente der Hauptdiagonalen.

Koeffizientenmatrix (Dreiecksmatrix)

Determinante ist gleich dem Produkt der Hauptdiagonalelemente:

48 0 -2
01 1 4 z

=(-1)°4-1-12-(-3
C o (-1) (-3)
0 0 -3

z = Anzahl Zeilentausch

det(A) =(-1)%2-ay 82" ... - ann

3-reihige Determinante berechen

[5 E 5] (Spatprodukt / Regel von Sarrus)

Ber Betrag der Determinante einer 3x3 Matrix A
(Spatprodukt) ist gleich dem Volumen des Spats.

2, G ARy 4%

\)

la@ b ¢l = |a ’ ‘ b = azbyc. + abycy + ayb.cy —a.byc, — azb.cy — ayb.c.
/ ‘ Y = ag(byc; — bzey) + ay(b.cy — byc) + az(bucy — bycy).
@y 408 N
+ o+

n-reihige Determinante el e (e

. . -+ |-+
Vorzeichenfaktor wird nach o
der Schachbrettregel bestimmt — 7

Bei jedem Zeilen- oder Spaltenwechsel dndert isch das Vorzeichen der
Determinante.

BSDI 3. Zeile - 4(2. Zeile) Entwicklung nach der 4. Spalte
2 1 3 0 2 1 3 0
2 1 3 2 1 3

4 0 2 1 |4 0 2 _ A -
1 3 -1 4 |-15 3 =9 0 _'_115229*351 31;
-1 3 2 0 -1 3 2 0 ‘
2. Zeile + 1. Zeile und
3. Zeile- 3(1. Zeile) Entwicklung nach der 2. Spalte

- . 7 6
=37 0 6| =H-3)|" °

-7 0 -7 B

=3.(-7)| ?‘:—21(7—6):—21

1 2 -3 5 det(A) =12 ~det(A22) +det(A24)
A:°120 1 =35 |1 2 -3

1 i 12 =12|1 -1 2[+|1 0 -1

-l@ 2 8 -1 2 1] |-12 2
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