Funktion mit mehreren Variablen

Auch multivariate Funktionen genannt mit n > 1 fir n Paramter.
(Der Begriff macht keine Aussage zu vektorwertig od. skalarwertige.)

Skalarwertige Funktion

n>1und m=1
+: E"E/ ("4.*2',m¢*»2‘->_z= Foryxy, )

Vektorwertige Funktion

n=1und m>1

" " %, _;4' [ O, .. %)
£ T e e gt [ R
Lall i | Fra Gy - 20)

v = fi(z)
f: R* — R™ mit y = f(z) = » 7f2(w) und & = (x1, 29, ..., Tp) "
Ym = f’m(m)

Fallsn=2undm=1:
Skalarwertig bzw. vekorwertig mit nur einer Komponente.

Die Nullstellen der beiden Funktion sind deren Schnittpunkte.
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Darstellungsformen

Fur skalarwertige Funktionen mit zwei Variablen.

Wertetabelle

2= f(x,y)

2. unabhiingige Variable y

Graph

y
y1 y2 aee 5

1. unabhiingige Variable x

Xm Zml Im2 . Imk Zmn

Hoéhenliniendiagramm (Relief)

HEkow Liwie
= Kurve allar™ (2, gt Q‘A)'Xz)
uph":hf ik
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Partielle Ableitung

= Ableitung von Funktionen mit mehreren Variablen. (Serie 2)
Bsp. Ableitung von f nach x;
(21, T2, ooy @p) oder  fu (T1,Tay .0y Tp) & \partial

oz

Skalarwertige Funktionen

Es wird immer nur nach einem Paramter abgeleitet, die restlichen Paramater
werden als Konstante betrachtet. Bsp. Ableitung von f(x, y):

7. " Rketle Abtetung von + wach X

o2f D, 2 2, A =

(x ): D (e == + —. 4+ A0

* ))1, * ( koa/s". t:;y)_:-l . )
Loustaut Falder Sl

= 2-%—4-72-4- (<) +Q=2-x—yz

2. Erkelli Ablm"}ub voun -‘» we dxy
2 é > PN LI
20y D02 ne e Ayha)
7 ’)7 g;igpyr‘ . lkeonst, = )/
Loustadt _Suwuaw! T alder
= > — =w- 9_7+%.72+Q =-2-x-7+%-72

3. Parkalle Ablaituug vou f aw Sitetle (xo,y6) = (=4, )
Skyn=2e9-a"- -5

3
i/f a4 D=-2CHAeT =35 =m
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Vektorwertige Funktionen

Es gibt n - m partielle Ableitungen: n Paramter -- und m Funktionen :

Jacobi-Matrix Df = Matrix der abgeleitenden Funktionen

g g o g

AHONE O 1 (@)
D_f(:l:) - ’ 1: ’ 2. ’ ":

Fo@) H2@ o @

Linearisierung:
= bilden der Tangentialebene (Funktion g an einer Stelle der Funktion f)

g(x) = f(xo) + f'(20)(z — wo)

= f(:l:(o)) + Df(:l:(o)) . (:l: —_ (L'(O)) Fur vektorwertige Funktionen

Fur skalarwertige Funktionen

qurkwlj
st Sva Ehoue
wud 2war
1 augeuhed @bz ing
=i G«.‘;L Nou

cn_Steto (%%

Bsp. nachste Seite
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Bsp. Linearisierung

FrR = B, (nr,%) & (Yo ve)

B Ky« CUS(K'J Ky
Hi) - x4 sin(x2) oxy
) DF bilden:
PE(X) = cos(xz)
- Z Ka

@ Awwotkn an Sklle %o :

fre) = (3) , DF) =(; -07 2)/

, _x_,,=(4,o,—7)T

— %, Sin(%2) 1

Cos(Xa) - X5 3-sin(k2) - X5

X4 1 K=
X=X = |g]=-(o] = %
K -1 X311

@ Tﬂnﬂcn-lfql&btna (Linmm'sfc/mj):
2+ Xz
jedb FCMM(DV\ n 3(&‘) mas [mear Sein!

GR—=E,  (o5n) B (m, )

Newton-Verfahren fiir Systeme

Nullstellenbestimmung von Funktionen mit mehreren Variablen.  (Serie 3)

Gegeben sei eine Funktion f : R" — R".
Gesucht ist ein Vektor & € R™ mit f(z) = 0.

fi(@1y ey zp) 0

s ey dn 0

Py = | PO ]
fn(xla“'v'r’n,) 0

Newton-Verfahren (Matrixversion)

Bei dieser Maxtrixversion wird die Inverse der Jacobi-Matrix Df berechnet.

wmﬁ>:xmo_(pf@wny4.f@mn

Variante ohne Berechnung der Inverse:
Folgende Substitution

5 _ (Df(w(m))‘l Fa™)

wird als lineares Gleichungssystem Ax =y aufgefasst,
das bei jedem Iterantionsschritt geldst werden muss:

Df(x (n)) 5 — —f(:c(”))

delta = np.linalg.solve(Df(x), -f(x))

m(n—i—l) = m(n) + 5(n)

§® kann als Zuwachs verstanden werden, denn §(W = g(+1) 4 £
Diese Methode ist effizienter, aber in der Umgebung von lokalen Maxima
oder Minima von f(x) ist die Jacobi-Matrix Df schlecht konditioniert

und (fast) nicht invertierbar > Newton-Vefahren mit Dampfung.

Starbueldor: ExabAt:
(o), ¥=(1,2,3)
Xy X & % — § 2, %1,
F(f_) S ) DF( <Zx1 , 2x,, O
5 X, =24 0, 3%, 1

@=(3), one-(312)
-23 27
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-#(+)
> = §,22, §:=17, &= 13

, G 0o\ [-13 =73
K = ><“+5'Jﬁ><7)+ 2 =<3
1/ \a7 26

Fazit: Vefahren ulunau/( olor [a,“w,a,’,/]_
gugen gine orpdere Lusunj

Sm = ('73/ Z, "'7)T

Normales Newton-Vefahren mit Dampfung
Df(@™)8" = —f (")
Oft konvergiert das Newton-Verfahren nicht. Falls die Jacobi-Matrix Df(x(n))

beim n-ten Iterationsschritt schlecht konditioniert ist > dampfen bzw.
verkleinern der Schrittweite &

Das gedampfte Newton-Verfahren ist im Allgemeinen weit effizienter als das
normale Newton-Verfahren oder andere Gradientenverfahren.

Wir akzeptieren einen Iterationsschritt erst wenn folgende Gleichung zutrifft.
D.h. finde das minimale k = {0, 1, ..., Kmax }:

5

I £ {25 )l < 1 £ (™) I

Falls kein minimales k gefunden werden kann, rechne mit k = O weiter.
5

2k

Mogliche Abbruchkriterien:

[ &+ — 2 <[l &+ ) e
I p(n+1)

—z™ ||<e

IF (D) < e
Konvergenzgeschwindigkeit:

| Zpi1 —Z| < c-|axp—T |7

Das Newton-Vefahren (Matrixversion) hat Konvergenzordnung q = 2
bzw. konvergiert quadratisch.

Fehler nach Schritt i+1 = (C - Fehler)?
,K-)"_X—, Ixz_il IXZ‘YI :l
1 1 1 2o
0. q 0008
5 _ 05\_/’ q=1
E £
6 ‘0

Vereinfachtes Newston-Vefahren

Die Jacobi-Matrix Df wird nur einmal berechnet mit D = Df(x,).

Dieses Variante ist unstabiler und divergiert ofters als das normale Verfahren.
Der Aufwand pro Schritt wird so zwar reduziert, wegen der linearen
Konvergenzgeschwindigkeit sollte trotzdem das normale Verfahren

mit quadratischer Geschwindigkeit verwendet werden. Dampfung kann auch
fir das vereinfachte Vefahren verwendet werden.

D = Df(z©®)
D&™ = —f(x™)

delta = np.linalg.solve(D, -f(x))

w(n—i—l) = x(n) + 5(n)

Konvergenzgeschwindigkeit:

Das vereinfachte Newton-Vefahren hat Konvergenzordnung q =1
bzw. konvergiert linear.

Fehler nach Schritt i+1 = C - (Fehler nach Schritt /)

[¢=X| |%-%| [%-%[ 4
0.2s 0.0025  0.000025 @
4
20.5 = o,osz\/,=0-<>05z 1-@
PaL, A
-0 Ty

40
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Polynominterpolation

Ausgleichsrechnung (Serie 4)

Interpolation vs. Regression

Interpolation: Funkiton geht durch alle m Punkte/Wertepaare (x;, yi)
Regression: Funktion nahert Punkte moglichst gut an.

Interplationspolynom P(x)

Fir m Stitzpunkte/Wertepaare wird ein Polynon P von Grad m-7 bzw.
mit m Koeffizienten bendtigt = Gesamthafte Interpolation der Daten.

2 =
Po(z0) = ap + 120 + azzg + ... +anty = Yo Wettoptase
RN b4 ’
Py(wn) = ap + 1%, + a2z + ...+ apa? = yn
A \]
Vandermonde-Matrix V / x
o, 1 Auderpelations
T oa - .E6L @o Yo Pd/uew Ve:‘ Srad3
= P@): :a+cA-u~cz-xl+3-x
1 =z, --- xz (2% Yn

Das LGS bzs. die Koeffizienten a kdnnen
z.B. mit dem Gauss-Verfahren geldst werden.

Problem: Die Vandermonde-Matrix ist in der @
Regel sehr schlecht konditioniert und durch -

50000

Lésen des LGS stark fehlerbehaftet. 25000
Vegleich zu Wilkinson-Polynom 25000
(Wertepaarex =1, 2,...und y = 0): ::ZZ o

— Interpolationspolynom p(x)

_ H(m _ k) oo L
k=1

Lagrange Interpolationsformel

Bei n+1 Knotenpunkte werden n+1 Polynome von Grad n berechnet.

n
=0

=l(z) yo+h(z) y1+ ... + lo(z) - Y

Lagrange-Polynome (Bsp. mit Grad n = 3, d.h. n+1 Knotenpunkte)
(x —z1)(x — z2)(x — x3)

(o — z1)(z0 — z2)(T0 — T3)

l()(l‘):

(z —0)(z — x2)(T — ®3)
(z1 — z0)(z1 — 22) (21 — T3)

Li(z)=

(x —zo)(x — 1) (z — 22)

(303 - 1’0)(333 — 56’1)(503 - 502)

Numerisch gesehen ist diese Formel problemlos. Erst wenn die x-Werte nahe
beieinander liegen besteht Gefahr auf Ausléschung (durch Substraktion).

Beispiel von Hand siehe nachste Seite oder Serie 4, Aufgabe 1.

Fehlerabschitzung (absoluter Maximalfehler)

Approximation einer Funktion durch Polynominterpolation.
Tatsachlich absoluter Fehler

zo)(x—z1) - (z
(n+41)!

_zn)‘

(n+1)
mo?fé‘zJ f € |

| f(@) - Pale) | < 1=

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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Splineinterpolation

Ausgleichsrechnung (Serie 5)

Kubische Splineinterpolation

Stiickweise Interpolitaion durch m-7 Polyome von jeweils Grad 3.
m Stitzpunkte

m-1  Polynome

4-m Gleichungen (4 unbekannte Koeffizienten je Polynom)

Si(r) = a; + bi(x — ;) + ci(w — x;)* + di(z — ;)°

Fcun

.
Ya? Pt B\ =569
Ya/T —Sety

2 0 1 2 3 4 5 6
Ubergangsbedingungen

Die Polynome s; missen dann folgende Bedingungen erfillen:
Si+1(Tit1) = Yit1, -~ Interpolation
si+1(Tiv2) = si2(Tita) .-

Si1(Tig2) = Sipa(Tiva),

si(s) = i,
31(x1+1) = éz+1(~L1+1)
(:Eerl) = 31+1(x1+1)

)=

($z+1

stetiger Ubergang
keine Knicke
1 " . .
sip1(@ive) = 87 9(xit2), ... gleiche Kriimmung
(Ubergangspunkte haben die gleiche Kriimmung)

i+1($i+1)>

Randbedingungen
Natdrlich
SO (.’,170) 0 22
SQ (IS) =0 2.0
Periodisch 18
S(,)($0) Sé(rd) 16
Sp(zo) = Sy(x3) s
—— Natural
Not-a-Knot 12 —— Periodic
" _ S/// _ 2‘,0;,: _ZZM
S,H(Il) - ,”( ) 1.0 [ ) Date:punk(e
S ( ) = S ( ) 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
Losungsalgorithmus

Koeffizienten a;, b;, ¢; und d; der Polynome S;(z) fiir ¢ = 0,1,...,n — 1 berechnen
Loai=y

2. hy =41 — x5

3. ¢c0=0,¢,=0

4. Berechnung der Koeffizienten ¢y, ca, ...

(a) i=1:

,cn—1 aus dem Gleichungssystem

2(ho + hi)er + hico = 3y2T*1ﬂ _ 3%&
(b) falls n > 4 gilt fiir i = 2,...,n — 2

hi—1ci—1 + 2(hi—1 + hi)c; + hicizr = 3y1+f1;y, Ui fhl .
(c)i=n—1:

in20n— + 2 + hn_1)n_1 = BLatact _ 3¥act vy

5. by = YLtl=be %(CH—] + 2¢;)
6. di = g-(civ1 — 1)

Loésen des LGS:

Ac=z
2(h0 + hl) h1
h1 2(h1 + hz) ho
ho 2(ha + hs) hs
A= . . .
hn—3 2(h71,—3 i+ hn—?) hn—2
hn—2 2(}171—2 o hn—l)
3?/2—.1/1 _ 3y1—yo
€1 1 0
Ys—Y2 _ Q¥y2—yY
Co 3 3
c= . , z=
Cn_1 3ynh:L?inl—1 _ 3.1/71—]71””—_?/;—2

Beispiel siehe Serie 5, Aufgabe 1.
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Bsp. Splineinterpolation mit Lagrange

F) = sin), osx¢X

=05 %) y=(0.%:1), =T

Berechae  p(x") wit Lagrange:

h= 2 (3rad)

P.(x) = Zz L(x) - Y:

= 0 () ¢ 24T+ 1 (T)
(-0)(5-T)
(F-9)(%-%)

rT) T.r
055

Lineare Ausgleichsprobleme (Regression)

Ausgleichsrechnung (Serie 6)

G

LG) =

-2
3

Datenpunkte werden durch eine Funktion angenahert und méglichst gut
approximiert. Anwendung: Wenn es eine grosse Anzahl von Datenpunkten
gibt (die meist zuséatzlich noch fehlerbehaftet sind).

Ansatzfunktionen fc F

Kandidat-Funktionen. Die Ansatzfunktion f ist eine

Linearkombination von festen Basisfunktionen f;

f(z) =X -sin(z) + A2 - cos(z) + A3 -
—— —— ~~

fi(=z) f2(x)

Bps:
f)=-2x + 6 = @(W=x, B =1, A=

1 ® \Vertepaare 1 1
= Basisfunktion f1(x) = 1/x
— Basisfunktion 20 =x | 12

‘Z/ )\1:6

® \Viertepaare
—— Ansatzfunktion f(x) = 5/x + x

Nicht-linear wenn gesuchte Ansatzfunktion f sich nicht als Linear-
kombination schreiben lasst. Wenn es sich verkettete Funktionen handelt
(Konstante mal x), z.B: f(z) = Aj cos (A\az)

Fehlerfunktional E(f)

Error. Wie gut eine Ansatzfunktion die Datenpunkte approximiert.
Desto kleiner umso besser. Im Regelfall immer positiv.
Null wenn die Ausgleichsfunktion durch alle Punkte geht (Spezialfall).

E(f) = ly—f@) 3 = > (ui— f(@:))?

i=1

Ausgleichsfunktion / Regressfunktion f € F

Die gesuchten Parameter A, ..., A,, fir welche die Ansatzfunktion f € F
fir welche E(f) am kleinsten ist. Sie besitzt das kleinste Fehlerquadrat
(least square fit).

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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Fehlergleichungssystem (Vektorisierung)

Nicht Idsbares Gleichungssystem.
AL =y heisst Fehlergleichungssystem, y — AA heisst Fehlervektor

A = Basisfunktionenwert-Matrix

fl(I1) f2(1'1) fm(xl) Y1 A
fi(@2)  fa(22) fm(x2) Y2 A2
= . : : ; Y= c A= :
Fi(@a) fol@a) - flan) Un .

n Gleichungen = m Unbekannte (A ist keine quadratische Matrix).

Regelfall n > m: Das Fehlergleichungssystem ist Uiberbestimmt (mehr Glei-
chungen als Unbekannte) und hat keine Lésung > man kann nicht damit
rechnen. Spezialfalls n = m: Das Fehlergleichungssystem hat genau ein
Loésung A. Dann ist E(f) = O (Ausgleichsfunktion geht durch alle Puntke).

Normalengleichung

Ausgleichsrechnung > Lineare Ausgleichsprobleme (Regression) (Serie 6)
Loésungsverfahren fir lineare Gleichungssysteme.

Bei einem linearen (oder nicht-linearen) Ausgleichsproblem hat die
Ansatzfunktion das kleinste Fehlerfunktional wenn die Parameter A Lésung
des Gleichungssystems sind, dann gilt:

OE(f)
o

Normalengleichungssystem

T T
ATAN= ATy  a-
m Gleichungen fiir m Unbekannte A,

Hat im Regelfall genau eine Lésung.
Dieses LGS ist wegen A’A schlecht konditioniert > QR-Verfahren ist besser.

A NN L
L

QR-Zerlegung
Verfahren zum I6sen des Normalengleichungssystems.
I.d.R. besser konditioniert als das Normalengleichungssystem.

=0 j=1..m

()‘17 [XX3)
.oy Ay in der Regel |yl = Al

Am)T

Q ist eine Orthogonalmatrix, d.h. QTQ =1,
R ist eine rechtsobere Dreiecksmatrix

ATAN= ATy
(QR)"(QR)A = (QR)"

RA=Q"y
y=AA

Q, R = np.linalg.qr(A)
lambdas = np.linalg.solve(R, Q.T @ y) # gauss_pivot(R, Q.T @ vy)
y_fit = A @ lambdas

- Aist durch Riickwértseinsetzen |6sbar

Die gesuchten Parameter A eines nichtlilinearen Ausgleichsproblems kon-
nten ebenfalls Gber die Lésung des Normalgleichungssystems bestimmt
werden, es gibt aber bessere Methoden.

Fehlerfunktional E(f) )
B(f) = |y AN = Z W= f) = 3 ( i )
i=1 j=1
Bsp:
’ ® \\ertepaare
6 = Ansatzfunktion f(x) = -2*x + 6

E(f) = (y1 - FO))2 + (Y = F(x))2 + ...
=02+ (-2)2+22+22=12

+ (yn - f()(n))2

4/10



Nicht-lineare Ausgleichsprobleme (Regression)

Ausgleichsrechnung (Serie 7)

Bei einem nicht-linearen (oder linearen) Ausgleichsproblem hat die
Ansatzfunktion das kleinste Fehlerfunktional wenn die Parameter A Lésung
des Gleichungssystems sind, dann gilt:

OB(f) _ o o ,

—_—Y = 0 j=1..m Beispiel siehe nachste Seite
N

Fehlerfunktional

Nichtlineare Ausgleichsprobleme sind Quadratmittelprobleme, das Problem,
einen Vektor A € R™ zu finden, fiir den E(A) bzw. E(f) minimiert wird.

n

Z (yl - fp(>\l> )\2, weey )‘m7 xz))z

i=1

E(f) =

Y1 — fp()‘la )‘27 ey )‘m7xl)
Y2 7fp()‘17)‘27'“»)\m.,x2) ”2
. 2

Yn _fp()‘17)‘27"'7>‘m,3:n)
= ly—fN 13 y €R", AeR™
E:R"”™ —R

EXN) = g1z = lly—FfN I3 g:R" —R"

—~ 0 0 0
g™ = gA) + DgA) - (A=A
HN’—/ A,N_/ N——
] -A g
< Ein nichtlineares Ausgleichsproblem wird auf
ein lineares Ausgleichsproblem zurlickgefuhrt.

EQX) =] g - A48 |3

Fehlergleichungssystem (Vektorisierung)

Spezialfall: Ein lineares Ausgleichsproblem kann als
Quadratmittelproblem interpretiert werden mit der Funktion:

8(1) =y — AA wobei E(A) = ||g(/1)||% minimiert werden muss.
E = np.linalg.norm(g(l), 2)%x2

Gauss-Newton-Verfahren (ungedampft)

Sei A© ein Startvektor in der Nahe des Minimums des Fehlerfunktionals E
der Ausgleichsfunktion f(A). Firk = 0,1, ...

1. Berechne die Funktion

91 (A1 ey Am) y1 — F(@15 M1, 0 Am)
gA) =y —f(A) = : = z
gn()‘lyn-;/\m) Yn _f(mrﬁ/\lv'"y/\m)
2. Jacobi-Matrix Dg (n x m): Partielle Ableitungen von g(A)
T2 ") (A1)
Dg(A(O)) — 228 . O OAm '
%%(A(O)) %%(A(O)) 82/%(/\(0))

3. Lose das Normalgleichungssystem zur Berechnung von §® (delta)
ATAs = ATy
Dg(AM)" Dg(A*)8®™ = —Dg(AM)" . g(A®)

Wegen der besseren Konditionierung wir das Normalgleichungssystem
nicht mit dem Gauss-Algorithmus sondern mit der QR-Zerlegung gelést:

(a) Berechne die QR-Zerlegung
Dg()\(k)) — Q(’f)R(k)
(b) Lése nach §® auf durch Rackwértseinsetzen
R®§® — _QITgA®)
4, Setze
AR+D _ B 5
S (delta) liefert uns eine Korrektur/Verbesserung zum Startwert A©,

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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Gedampftes Gauss-Newton-Verfahren

Konvergiert im der Regel flr einen grosseren Bereich
vom Startvektor als das ungedapfte Verfahren.
Dampfung ist aber keine Garantie flir Konvergenz.

Schritte 1. bis 3. wie im ungedéapften Verfahren.

4.Finde das minimale P € {0, 1, ..., Dinag | mit

5F)
la{ A%+ 13 < g (A®) 13

op
A(k+1)
Falls kein minimales p gefunden werden kann, rechne mit p = O weiter.

5. Setze

(k)
A — 3 4 O

p
6. Uberpriife nach jedem Itera2tionsschritt folgende Bedingung
EQA®D) = g 5 < [ gA®) 3= EQ®)
7. Abbruchkriterium
§5F)
| TS o< TOL

Beispiel mit Python: Serie 7, Aufgabe 2

Einfache, nicht-lineare Regression

Ausgangsfunktion Transformation
y=q-x™ log(y) = log(q) + m - log(x)
y=gq-m* log(y) = log(q) +log(m) - x
y=q-e™* In(y) =In(q) + m-x

1 1
y—m V=q+m-x; V—;
y=q+m-In(x) | y=q+m-U; U=Inlk)

1 1
y= P log (;) = log(q) + log(m) - x
Vorgehen

1. y-Werte transformieren gemass Tabelle (e.g. log(y:) oder In(y))

2. m und d berechnen (mit neuen transformieren y-Werten)

3. m und d Ricktransformieren (e.g. 10™ und 10® resp. e™ und e )

4. Rucktransformierte m- und d-Werte in Ausgangsfunktion einsetzen

AMSOAI\J&‘FAU\&"{W

1. Trans§orwation (Linmfiﬁuwj)

00 = Ayt X In(£00) = In(A; ™)
52 TS = (k) * Aok

2. Ansuﬁ{:un/oﬁmb'\
?(ﬁ) = FX‘: ‘_l +
£4()

~ R (¢) = ln(£00))
22X, 7N (A, Ko A
B9 021, (=«
3. Mobeix J bilden ynd LGS lssen
- ‘&("‘) Fﬁ("’)
f(n) 100
4. Rackronsformation
)\'v = e’Xd, A= sz
= ln M&Mﬂ;ﬁm’ddﬂ einsefzen.

Beispiel mit Python: Serie 6, Aufgabe 3

A BX = Q'(Ft)) » Ko, X,

L ——
~
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Bsp. Berechnen von:

OE(f) _ .
o, 0
Gegeben:
Ner‘-quc.Hz (’4,74)= (&,4), ) =(4,2), (_}3,2/3) =(2,®)

Ahsdé{uuld{emu -FQQ = )\‘-Qk Pt

1. Fehlerfunktional E(f) bestimmen:

'—_rEl«hr_}u.uk{;onml

EW = (5—{0))” + Ga-fe)” v e Foa)® .
= (A - ﬁ-e)\lo) “+ LZ—AA &XZ'I) -+ Qz_x‘_ekiz)

2. Ableitungen von E(f) nach A, und A,

EQ\ZI)\Z) wiwimn) =7 gTE=o reud %=°
A 2
S5 =22y )+ 2. (232D (=)
A +2 2%, 2.5, =
'(K‘>“Q )- (_,\4.Q ) = 0O
2. o ety
2 . . 22, . 25, -
+2(B-2e ) 220D = O

3. A, und A, einsetzen

Numerische Integration

(Serie 8/9)
Problemstellung: Gesucht ist eine moglichst b
genauer Naherngswert eines bestimmten Integrals.
Viele Integrale sind algebraisch nicht berechenbar. a

f(z)dx

Quadraturformeln
Zur Approximation von ein bestimmen Integrals:

Rechteckregel Rf
Approximation durch konstante Funktion(en). Hat Fehlerordnung 2

Trapezregel Rf
Approximation durch lineare Funktion(en). Hat Fehlerordnung 2

Simpson-Regel Sf
Approximation durch quadratische Funktion(en). Hat Fehlerordnung 4

Rechteckregel (auch Mittelpunktsregel) und Trapezregel

fla) + f(b)
2

a+b

Rf = (55

Tf

)-(b—a) (b—a)

Summierte Rechteckregel / Trapezregel

RF() = heY fai+ D)
=0
i) = h~<w+iﬂxi)>
i=1

Sei n € N die Anzahl Subintervalle [z;, z;11] auf [a, )]
h= b—Ta Balkenbreite bzw. Schrittweite = xj4+1 — %;

r,=a+i-h 1=0,...,n—-1

— 1) =1x

— fx) = Ux

Beispiel von Hand: HM2_Woche09_Vorlesungsnotizen_adel.pdf, Seite 4

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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f(2) ~ pla) = a+ Bz —a) + (@ — a)(z — b)

Lost man das LSG erhélt man:

« = f@
) - L
Lo A @) - TR (1) f@) - 200 + £0)

- (554" 2(55)°

Simpsonregel (Naherungspoylnom integriert):

/a fa)de ~ / "p(@)de

~ 2t (s a (SF) +50)

Summierte Simpsonregel

n—1 n 2
51 =7 ( 37@+ X s +2 ) 7 (Z5EE) + s

=1

Beispiel von Hand: HM2_Woche09_Vorlesungsnotizen_adel.pdf, Seite 10

Fehlerabschitzung (maximaler absoluter Fehler)

Genauigkeit: (Ordnung)
Simpson-Regel (4) > Gauss-Formel (4) > Rechteckregel (2) > Trapezregel (4)

Der Fehler der summierten Rechteckregel ist um den Faktor 2 kleiner,
als die der summierten Trapezregel.

Je gekrimmter eine Funktion ist, umso schwieriger ist es,
sie zu approximieren.

2

b
h 1"
[ f@de-Rrim)| < G- ) max |7 |

Rechteckregel: Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert sich
der absolute Fehler um Faktor 100 (102) = Fehlerordnung 2

b
2

h {4
[ f@de-Tr0) | < -0 max | @)

a

Trapezregel: Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert sich
der absolute Fehler um Faktor 100 (102) = Fehlerordnung 2

4

— (b—a)- (4)
(b= a) - max | f9(z) |

z€a,b]

b
| / f(z)de — Sf(h)| <

Simpson-Regel: Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert sich
der absolute Fehler um Faktor 10'000 (104) = Fehlerordnung 4

Ab einer Anzahl Intervalle n wird der Fehler wieder grésser wegen
bemerkbaren Rundungsfehler aufgrund vieler Rechenoperationen.

Anzahl Schritte n

_b—a

h

Schrittweite h berechnen

n

Rechteckregel: Trapezregel:

24 - €
"N max @] T

Simpson-Regel:

12-¢€
(b —a) - max [f"(z)|

- < 2880 - ¢ )%
(b— a) - max |f4)(z)]
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Gauss-Formel
h
G =3 (f(m—a)+ f(m+a))
a+b 1 h
m=—, h=b—-a, a:ﬁ'ﬁ

Summierte Gauss-Formel

n—1

G=3 Zf(ml—a)—{—f(mz—l—a)

h

Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert sich der
absolute Fehler um Faktor 10'000 (10*4) = Fehlerordnung 4

Romberg-Extrapolation

Idee: Schrittweiter h fortlaufend halbieren und summierte Trapezformel T(h)
miteinander kombinieren.

1LFir j=0,1,...,m , A ob—a
2 2J
Tjo =Tf (h) .
o =a+ih
f(a) + f(b) + f) |~
= h;- + a—b .
: Z f(z _asb
h;
2.Fir j=0,1,....m—Fk, k=1,2,...m
k . .
T 4% - Tii1 k-1 — Tk
Jjk — L
4r — 1
Beispiel mit m = 3 Stufen
Tio Tjy Ty Ty
Too
~ 4Ty T,
Ty = 103— 00
/‘ N\
Tio Ty = 16010
~ 4Ty0—T; 4 E 6415 — T,
P Ty = 203 10 N Tos = 153 02
To Tz = 716T211:T“
hV e
Ty = 4T30—Too
Vs g Losungist Tom bzw. Toz
T30 Fehlerordnung betrigt

2(m +1) bzw. 2k +2
Beispiel von Hand: Serie 9 Aufgabe 2

Beispiel Runge-Kutta (Woche 12, Seite 12)

Gewohnliche Differentialgleichungen (DGL)

(Serie 11)

Problemstellung: Eine zeitabhéangige Grosse y(t) ist dy
abhangig ihrer zeitlichen Anderung y'(t): y(t) = y'(t) + t2 d_ =f (t’ y(t))
t

Bekannt ist nur ihnre Anderung bei t: y'(t) = y(t) - t2

Gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung

Eine DGL ist eine Gleichung fir eine gesuchte Funktionen y = y(w)
deren Lésung y auf dem Interval y : [a, b] — R definiert ist.

In der gesuchten Funktion treten mindestens
eine ihrere Ableitungen 7//(z), ...,y™

Ordnung n = héchste auftetende Ableitung y(n)

Explizit = wenn nach der héchsten vorkommenden Ableitung y(n) (.7:)
aufgeldst werden kann (sonst implizit):

Yy (@) = f (2 y(@), Y (@), .,y V(@) yHd= 2=y +x-2

0, 500, 5'C)
Bsp. Implizit: Wenn nach O aufgeldst:

2 2
F(z,y(2),y (2),y" (@), .,y (2)) = 0 N+ o) ~a=o
T @),y o)

Anfangswertprobleme (AWP)
Ein AWP besteht aus:
1. Einer expliziten DGL n-ter Ordnung

sowie Auswertungen an Stelle X
2. Funktionswert von y(x)

. / (n—1)
3. Werte der ersten n—1 Ableitungen ¥ (%), ey y (z)
(o) =

y‘ Q: _fc ] [] (u—.)

7 W = )’ wit >‘01761 76/‘/@)"'/ ()

)‘ (Xo) -)/.; \’}ﬂjahu Zaldaw

),(K-A)o'_) = 75("")

Bsp:
TDeas AP besitat won v.lgkzuwzkek‘d‘ vidau L& suwgen
(>9= X xR 2
)=y (- ‘ - \
(& =4 eler DZEL diadaube/—f-ur uuzlduz) H
)= c e Srafe2-orr =4,
YiX) = crerx + X2 + 2¥x + 2 =42

[N
R-N T

=lse :L-:z\"ewh‘j& -r—..:‘r
& =— 4/

P= T ‘va..ss'L
yy=

— +2x+2

-2
-3 -2 -1 0 1 2 3

Richtungsfeld (expliziter DGL 1. Ordnung)

Richtungsfeld = bekannte Steigungen der gesuchten Funktionen

R < Idee: Anhand eines ausgewahlten DOLV) Syid xis2
AWP Y - 7 / 7,(7) = Z Punktes (Anfangswert) im Richtungsfeld * N\
_ die gesuchte Funktion, die durch diesen ;‘ :
=0, C, = 7/3, C3= 2/3 xo =1 Punkt geht, berechen. . \
= vy
51 = '7/4', L, = 0/ b:=3/4 70 =2 Die rechte Seite f (z,y(z)) fir jeden " = : :
=7/3 a,. = a,. = =3 Punkt (z,y(z)) in der Ebene gibt an, wie =, T 4y
¢ Or %2 CE h gross die Steigung y' der Losung y(z) :‘Ez:z::g:;fo.z""zxf;"zfri+22 v
. dort ist. 5 Lt A
| = o -2 -1 0 1 2 3
1
by = F( ko tCq-h, Yo ) =2z - 0.5 Bsp: ! W= yo)—x> —Emkf:ﬁs{nld
= . - [SE- X Loy
ke =F(%ot Ceh, Yo+ h-apm k) =04 d = S 2‘[ / \
— . - e +ahally
ks = f(Ft tioh, Yorh- (a21-kat aye-ke)) = 0.43 s %
. o—= 4 *~—m=
kL = l_.,,-[(_,, + Lz'l‘z "L'z‘/c_, = 0.%5 |~4« = 4 2 \
[}
= = -A| =2 =4 "2 -8 Y= — | =
Kq= %ot h = 4 o] <a e S ANTTTAN A
\/4—Yo+ll‘tt= .25 7Y 4 S 4 -3 _4Z -
2| 1 2 21 -2 \ -2\ \
Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel) Hohere Mathematik fir Informatiker (HM2) 7710



Ubersicht und Vergleich der Verfahren

Abweichung bel t=0 in Abhangigkelt von h

ol
o

——== Richtungsf.
——— Exakte Lsg. =l & sl F
Euler

©

Mitielpunkt
Modif. Euler

[
o

abs(y(t=0y)

N

. ———

°
o

o

4
&

N S e B S S s

E O S G e S e
\
X

Euler
Mittelpunkt
Modif. Euler
RK Klassisch

Modifiziertes Euler Verfahren

Verwendet den Durchschnitt zweier Steigungen (mittlere Steigung).

Using the average
Y4 |of the two slopes.

Slope at the begining
¥} lofthe interval.

Estimate of the slope at
¥ ¢ (the end of the interval.
]

!
o~/ W~ o~/
/ E / / .
B/ i/ v Rt L2
/ﬂ"' . 4 /
-
= WIEBART B
- , \Slope:f(.\',h\',) py - , Slope: /65, v Vi S Slope: £ .f(x LYE)
i X H X H X
e I xle——x, T xl——x,

(a) Fiihre das klassische Euler-Verfahren durch und speichere die erste

Tangentensteigung in der Variable k1:

Tit1
FEuler
Yit1
]{,‘1 =

yi + h f(@i,y:)
f(xi, yi)

Klassiches Euler-Verfahren

(Auch Polygonzugmethode)

Numerische Approximation der Losung y(x) des AWP fiir explizite DGL
1. Ordnung. Einsatz: Wenn eine DGL weder separierbar noch linear ist.

Idee: Wir folgen der Tangente um die Schrittweit h.

Y ¥(x)
Exact
solution 5
e Slope. \
Numerical
pA solution
X
Xi n Xirl

o Gegeben sei fir x € [a,b] das Anfangswertproblem

Y = f(z,y) mity(a) =yo

e Das Euler-Verfahren zur numerischen Losung lautet
x; +h
Yi+h- f(ziy:)

Ti+1

Yi+1 =
e ; — b—a
T, =a-+1ih h = >

wobei xg = a t=0,...,n—1

Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert sich der absolute Fehler
des Endwerts von y um Faktor 10. Konvergenzordnung 1

7

y'= ]C(x,\/(x)) =« + \/(n)
y(1)=1, h= 005

Yo =1
Ya= Yo + h P(XWYU)
= +005-{7+7 = 107

Ve=va e ho F(7)
= 7.07+005-(/7.05 + 707 =

17435

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)
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(b) Berechne die zweite Tangentensteigung am Punkt (211, yﬂ’ﬁl")

und speichere sie in der Variablen f, :

ky =

f($i+17 yﬁ;’iler)

(¢) Bilde den Durchschnitt der beiden Steigungen (k1 + k2)/2
und mache einen Schritt h ausgehend vom urspriinglichen
Punkt (x;,y;) zur Berechnung der Niherung (211, yi11):

(k1 + ko)
Yi+1 Yi + k- T
(d) Wiederhole diese Schritte ausgehend von
To = a By ‘= ph 1=0,...,n—1 lzzb;f

Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert sich der absolute Fehler
des Endwerts von y um Faktor 100 = 102 Konvergenzordnung 2

Mittelpunkt-Verfahren

Folgt der Tangente nur die halbe Schrittweite und
berechnet beim Mittelpunkt die neue Steigung.

Use Euler’s method Calculate the slope
¥ § | to calculate y,,. | v at (Xy, Vyo)- Il
/

Calculate the numerical
¥ § | solution y,_,. !

/ Numerical

Exact Exact Exact solution
solution solution > solution
) ) 3
|
|
Yifaaam Slope: f(x,.3)  Yip== ! Slopc:f(x‘,.:._v,,z)
X i X X
x| a2 % X1 I X; X2 Xisy

h
e Gegeben sei fiir z € [a,b] das Anfangswertproblem

Y = f(x,y) mit y(a) =yo

e Das Mittelpunkt-Verfahren zur numerischen Losung lautet

h
Thiz = Tty
h
Yh/2 Yi + 5" @i, ys)
Ti+1 Ti+ h
Yit1 = Yi+h- f(@h/2,Yn/2)
wobel xg =a x; =a+1ih 1=0,...,n—1 h:b_T“

1. FUr h bis 104 gilt: Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert
sich der Fehler um Faktor 100 = 102. Konvergenzordnung 2

2. Fir h ab 10-° nimmt der Fehler wieder zu. Grund dafir sind Rundungsfehler.

Beispiel von Hand: Serie 11, Aufgabe 2
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Fehlerordnung eines Verfahrens

Gewdhnliche Differentialgleichungen (DGL) (Serie 12)

Rundungsfehler und Diskretierungsfehler

gross.

Rundungsfehler

= Maschinenfehler
Aufgrund endlicher
Rechnerarithmetik

——— Rundungsfehler
—-—-- Diskretisierungsfehler
Gesamtfehler

Diskretierungsfehler
= Verfahrensfehler
Aufgrund endlicher Schrittweite

Fehler

Gesamtfehler
Rundungsfehler
+ Diskretierungsfehler

Klein
klein

Schreittweite h

Konvergenzordnung p

Verwendbar sind nur Verfahren mit der Konvergenzordnung p > 1,
da dann der globale Fehler (Diskretierungsfehler) gegen Null strebt:

lim Ty) — < limC-h?P =0

h—0 | y( n) Yn ‘ ~ h—0

Wird bei Konsistenzordnung p die Schrittweite h um Faktor 10 verkleinert, so
verkleinert sich der globaler Fehler um Faktor 10°:

Lokaler Fehler:
Differenz zwischen dem exakten Wert y(xi+1)
und dem Naherungwert Yi+1 nach einer Iteration.

Ein numerisches Verfahren hat die Konsistenzordnung p falls gilt:
1
| Y(zip1) —yir1| < C-hAPT

Globaler Fehler (Diskretierungsfehler):
Differenz zwischen dem exakten Wert U(xn) und dem
Naherungwert Yn (letzter Iterationsschritt) fir nach n Iterationen.

Ein numerisches Verfahren hat die Konsistenzordnung p falls gilt:

Runge-Kutta-Verfahren

Gewdhnliche Differentialgleichungen (DGL) (Serie 12)

Klassisches vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren

Basierend auf dem gewichteten Mittelwert aus den Steigungen ki, k», ks und ki,
Standardverfahren fiir «gutartige» Anfangswertprobleme (AWP).

ki = f(@i, yi)

ke = f(%%—%,?ﬁ-l—%h)

ks = f($i+g, yi+gk2)

ks = f(zi+h, y;+ hks3)

k= biky + boko + b3ks + byky
Tiy1 = T;+h
Yirr = Yith-k
wobei zp=a i =a+ih  i=0,.,n—1

y(zg) =yo h=52 b=hn+ta

1. Fir h bis 10 gilt: Wird h um Faktor 10 verkleinert, so verkleinert
sich der Fehler um Faktor 10’000 = 10“. Konvergenzordnung 4

2. Fur h ab 10-5 nimmt der Fehler wieder zu. Grund dafir sind Rundungsfehler.
Ein vierstufiges RK-Verfahren hat héchstens Konvegenzordnung 4.

Beispiel siehe Seite 7.

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)

Allgemeines s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren

n—1
o = fl@itenh yith Y Gumkn | firn=1,..s
m=1
Yi+1 = Yi+ h Z bnkn
n=1

Gnm, b, Cn sind Konstanten. Die Konsistenz- und Konvergenzordnung
hangt von der Wahl dieser Konstanten ab.

Die Koeffizienten werden in der Butcher-Tableau angeordnet:

aszz

mit by+ b+ ... +bs=1

Cn | Gn1 An,n—1

cs | as1  as
by by

As,s—1
b1 bs

Alle bisher vorgestellten Verfahren entsprechen diesem Schemas:

— Euler-Verfahren, s = 1:L'T

— Mittelpunkt-Verfahren, s =2: 0.5 | 0.5

0 1
0
— Modifiziertes Euler-Verfahren, s =2: 1 1
0.5 0.5
0
0.5 |05
— klass. Runge-Kutta Verfahren, s=4: 05| 0 0.5
1 0 0 1
EREIEEE

Hat héchstens (je nach Wahl der Konstanten) Konvergenzordnung s.
(s = Stufen)

Allgemeines klassisches vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren:
k4 = {‘-(x;-rc““/ \/;)
k; = -F(x;a-:,_-k,)'.--& be=oael,)
K = fOurash, it helase g+ ag, )
k“ ='f'(xi*:‘f'k/7i+k.(&q«‘.<q+ a.}z‘kz-'_QB ))

. [ VR SR P S S P S
k B, k4+b;_.<2_ ’.23 bq. LS 5,1"‘5&"".?3'”"%:“
X =+ h

e =Y +hek

>
‘/("8 09

"

)’(x)

o))
7 5.

A iy PR A

) o ewncldeler
Y ; 4 k-’j{)q‘:g)?sd‘uiﬂ-\hh
: A 7
®, XI- ™ )\; X.._H

Hohere Mathematik fiir Informatiker (HM2)
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Systeme von Differentialgleichungen

Aus eine Differentialgleichung k-ter Ordnung kann ein System (Serie 13)
von k Differentialgleichungen 1. Ordnung gemacht werden.

Diese kdnnen mit den bekannten Verfahren geldst werden.

Eine DGL k-ter Ordnung auf k DGL 1. Ordnung zuriickfiihren

Wir betrachten die Differentialgleichung 3. Ordnung
y" +5y" + 8y + 6y = 10e”*

mit der Anfangsbedingung %(0) =2, v/(0) = ¢"(0) =0

— 1. Schritt: wir 16sen nach der héchsten Ableitung auf:

" _—10e"% — 5y// _ 8y’ — 6y

— 2. Schritt: wir fiihren Hilfsfunktionen 2, z2, 23
bis zur zweiten Ableitung ein:

z1(x) = wy(z) < Gesuchte Funktion
2(@) = y(@)
z(x) = o' (2)

— 3. Schritt: wir leiten die Hilfsfunktionen ab

und setzen sie in z§ =y’ ein
72 = ¢ (=2)
Z Yy’ (= 23)
Zé — y///
= 10e™* —5y" — 8y — 6y

10e™® — 525 — 829 — 623

— 4. Schritt: wir schreiben die DGL in vektorieller Form

2
z0)=1| 0
0
und
21 Z9
2=\ = = 23 = f(z, 2)
24 10e ™ — 523 — 825 — 62
" =10e™* — 5y — 8y — 6y
direkt ¥ ,
Yy
2 = f(z,y) = Y’
10e® — 5y — 8y’ — 6y

und erhalten so ein Anfangswertproblem 1. Ordnung
y(0)
y'(0)
y"(0)

Bemerkung: da es sich um eine lineare DGL 3. Ordnung gehandelt hat,
lisst sich 2z’ in diesem Beispiel als lineares Gleichungssystem schreiben

z'=Az+b
1
A= 1
-6 -8 -5

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Moritz Adelmeyer (adel)

Ldsen eines Systems von k DGL 1. Ordnung

y' = flz,y)
Gegeben:
k explizite DGL 1. Ordnung mit kK Anfangswerte
yi(w) fl(my yl(m)a"-ayk(x)) yl(xo)
p@) = folen@). . um@) gy (g) =y = y2(.$0)
y(@) = felz, yi(a),...,ye(@)) Y (20)
In Vektorform:
4 At
ylh= y2:$ — Fey() = 2 :E,:y T
Yn(2) fr (@,y(2))
Gesucht: k Funktionen Y1 (1’), 524 55k (T)
y1(z)
y2(x)
y =yz)= .
k()

Ein Lésungsverfahren flr die eindimensionale Gleichung

i it+h
z:ll ; | Steigung - b y'(2) = f(z, y(2)), y(zo) =0

kann flr ein System analog erweitert werden

Tiy1 = T+ h

Yy = 3O 4 Steigung - h Y = f(2,y(@), y(zo) =y
z(i+1) z(z) _|_ f(xuz(l)) . h

y‘:i) Vektor nach der i-ten Iteration.

Awe: \/'"(x) - (y'(x))z+ ey =0, yl)=2,y(a=7, y')=0
@) AWP als System vom enpliziten DOLc 1. OIJnva-‘

\/m = (\I|)1 - %y (-(O Y")
2= 2, - K ,(U. 23)
2z 2z Y(’)
75'-"—( Z;3 )/ ?.(0) =Yoo= |= Y'(V)
?:—X'Z, o y’(O)

b) Erske Schritl wit Mikdpanbdverfahien:

2 &
h=2, y,=0, Y~ 2‘,=<;> =<:)

z _
vuy = 0+Z =17

Y pr s (1) 2

2: 1
2 = o =
AR 7-0-2

o X = fhth= 0+2 =2

o)
f(* ) = ( 1 )=
p-2€

Absoluter Fehler (2. Norm)

ly® — y(20)]l2

y(‘) = Approximation nach i-ten Iterationsschritt,

A3
= |(0 )
Y©)

F(A, \/,) = ?‘ =

Y(CEO) = exakter Wert

Hohere Mathematik fiir Informatiker (HM2)
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