= b‘r - Yz .
U= (Z) = (z,y)" Api= ( g ) , mit A(ag;ay) und B(by;by)

by —ay

0 = Koordinatenursprung (O, 0).
Der Ortsvektor OP hat den Anfangspunkt bei Koordinatenursprung (0, 0).

a=b wenn sie koordinatenweise libereinstimmen.

a, = b, d.h. es gibt n Gleichungen: a; = by, a, = b,, ..., a, = b,
Und a, und b, missen in R" sein.
Nullvektor (= Neutralelement): 0 = PP
Addition, Subtraktion
a by a1+ b b—a by a
% N b2 _ azf'b AB = e = —0B_OA
) : by — an bn 2
ap by a,+ b,
'§"/ 3 «onbnacha»
nyan _\74 (cB)+a=7-5
EANET

§+b=b+3

Gegenvektor: 5+ (—3) =0

Multiplikation

Skalarmultiplikation:
Andert die Lange und/oder die Richtung (entgegengesetzt)

a )\31
= an Aag i
Ad= A =
an Aa,

Kollineare Vektoren (ansonsten Windschief)
Valider Ausdruck:
(@x(d-&)-b)+|b|-¢
Linearkombination
A+p)a=xa+pad

V= aiwi + axwa + asws wl w2 w3

L C=ATeXE

p A

AN
v

e
r. =

Betrag / Lange (magnitude)

5 =

|a+B|< |5]+ |8

a+ai+...+a2

(Dreiecksungleichung)

—

Vektor normieren: €, = —-

‘_,‘ Einheitsvektor: le] =1
v

Kollinearitat (lineare Abhéngigkeit)

axb=0

- Wenn ein Vektor ein Vielfaches eines anderen Vektors ist.
D.h. beide Vektoren liegen auf einer Linie. a = Ab

- Im dreidimensionalem Raum kénnen héchstens drei Vektoren
voneinander linear abhangig sein.

- Alle kollinearen Vektoren liegen auf der selben Ebene.

— Der Nullvektor 0 ist zu jedem anderen Vertor kollinear.

- Ist die Deteminante gleich O, sind die Vektoren linear abhangig.

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Chantal Landry (lany)

Skalarprodukt (dot product)

Winkelberechnung zwischen zwei Vektoren: 0° < ¢ < 11 (180°)

-1 = d = (v,0) (“*) = v

s+ v s up

3 b L
(o = arccos 3. b=3]|b| cos(p)

Rechenregeln

G (b+8) =3 -b+4- (Distributivgesetz)
@ ist spitz @ ist recht @ ist stumpf
7-5>0 5-b=0 3b<0
Projektion
lal#1 a-b_ |E
— a —
|a]? ’

Vektorprodukt (cross product)

Nur fir 3-dimensionale (R") Vektoren.

a; b, ayb. —a.b,
axb= ay x _Lb, | =|a.b, —ab.
Oy . azb, —a,b,
Ay by
y by
N b
A=|axb]|

=
)

(3+b)x=3xE+bxZc
Reihenfolge! Nicht cxa + cxb
Anti-Kommutativgesetz: 5 x b= —(b x a).
Assoziativgesetz: A(Fx b) = (A3) x b= 3 x (Ab).
Spatprodukt

Nur flr 3-dimensionale (R") Vektoren.
Determinante fur 3 x 3 Matrizen.

V:|[é’ b 5]‘: 5-(5x6)\

Parallelepiped

/ 7 ‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘< 7 ‘:

Wenn positiv, dann handelt es sich
um ein Rechtssystem.

Regel von Sarrus:

@ oo ey 45

[@ b ¢ = |a, " ‘ b,
é b‘ N

'z z z z

+ + o+

= azbyc; + azbeey + ayb.cp —azbye,
= ag(byc. — bocy) + ay(b.c, — bpc.) + az(bycy — bycy).

— agb.cy — aybyc,

Komplanaritar

Nur flr 3-dimensionale (R") Vektoren. Wenn drei Vektoren in einer
gemeinsamen Ebene liegen. Sind drei Vektoren komplanar,

- - c
[ b C]=0 -
dann lasst sich der dritte Vektor durch eine
Linearkombination darstellen: A
- g - - 3- 1
a=\b+ uc 25+3b=¢ & d=-Sh+sC



Zuerst Zeile¥, dann Spalte>

Multiplikation
AB=an*bn+ap*by+..+a;*b; Resultat Matrix: Zeilen 5 x Spalteng
app | a2
A-B a1 | @
as1 | O3 Asxg DBgxo
by bz bia di dp»
by boy  bog do1  do
A-B#B-A (Kein Kommutativgesetz)
Ausnahme: nxn Diagonalmatrizen sind kommutativ
A= (a1)"
ABX =C X=(AB) 'C X=B1tA"1lC
AXB=C X =A"'CcB™!
XAB=C X =C(AB)™! X=Cp'A"
AX-BX = (A-B)X

XB—-3X =5A & X(B-3I, X®B-3) ist ungiltig

AX=2BX -C & AX -2BX =-C & (1-2B)X=-C & X =—(A-2B)'C
(AB)2 = ABAB # A’B? (kA)?2 = k2A2
Alp=A und IyA=A | m=n
(AB)™1 =B 1a71
MN + NQ - N kann nicht ausgeklammert werden
Transponierte Matrix A
T W (AT)T=A
[ } = { J Flr symmetrische Matrizen gilt: AT = A

1. (A+B)T = AT + BT fiir alle m x n Matrizen A und B.
2. (AA)T = XAT fiir alle m x n Matrizen A und alle X € R.

3. (AB)T = BT AT fiir alle m x n Matrizen A und alle n x p
Matrizen B.

4. (AT)" = (A~Y)T = AT fiir alle invertierbare n x n Matrizen A.
Bsp: AT(A)T = (A'A)T = I = 1, (2A™B)T = 2BT(AN)T

Eigenschaften fiir n x n Matrizen

Untere Dreiecksmatrix Obere Dreiecksmatrix

a; 0 0 cosei i an  an ain
a ax 0 ... 0 0 axn ... am

Gegendiagonale

Nebendiagonalen

Hauptdiagonale ' ) ) '
anl am am - ann 0 0 ... am

Diagonalmatrix Einheitsmatrix / Identitat /,

a0 0 .0 10 ...0
e o few =0 Y erre

T n Ll :

0 0 0 2 00 !

Inverse Matrix A

Eine Inverse existiert nur wenn det(A) ;é 0
und nur fir quadratische Matrizen.

A-AT = ATA =,

Far 2x2-Matrizen
PR d -b\ _ 1 d —b
det(A) —c a ad —bc\ —¢ a

Fur n x n-Matrizen
0 - 100
0 Auf erweiterte 0 1 0

I 0o
1 -1 0
o7 3 1 ZSF bringen 0 0 1

1
0

@i i alo
I
alw e oo
|
@ik i i
S————

w
o

>
|
Il
|

i wioy ciey
|

i |2 ol
|

i i i

———
o = o
Il
I
(I
=)
-
= o
I N

Lineare Gleichungssysteme (LGS)

n Unbekannte bendtigen mind. n Gleichungen.
Ein LGS ist eindeutig I6sbar wenn die Determinante ungleich O ist.

Nicht LGS

1
2x+x2=1 Gin(x)=0,5 X+In (;) =3 e™=10
homogen

Wenn die rechten Seiten des Gleichungssystems Null sind.
Zeilenstufenform
Valide Beispiele

16 0)(120)(13
01 3/fo1ofloo
00 0/\00

Reduzierte Zeilenstufenform

Invalide Beispiele

7 100 147 8
1 10 010 000 0
00 002 001 10

S «

1 4
00
00

o o &
o o o~
o = o M

-
@

Valide Beispiele Invalid

1lolo & 10 2 110 Z:ellen und mehrfacheldavon
010 7 01 3 010 konll'len zu ander:.en Zeilen .
001 -1/ \o oo 00 0 addiert/substrahiert werden:

. -1
@ +5 )< a

1 a
l-a -2

Erweiterte Koeffizientenmatrix

1 a 3
(A | b ) 0 a'-a-2|a*+3a+2
o+ e+ Bz =9 11 219 a’'—a-2=(a+1)(a-2)
3q + 6x — 5x = 0 (3 6 -5 o) a’+3a+2=(a+)(a+2)
2+ 4x =1 2 4 01

Fiihrende und freie Variablen

Ty T2 I3 Ty

1 4 0 7|2 flihrend

0 0 1-11]0 frei
Die Variablen x, und x, sind frei und kdnnen einen beliebigen Wert annehmen.
Somit: 2 = S und 4 = t.

Gleichungen aufgeldst (nach fihrende Variablen):

T, =2—4dwo—Try =2-—4s—Tt Tz3=1x4=1
Eo 2—ds — Tt 2 -7

. i) o . 0 1 0

T = o y = 1o + ¢ 0 + t 1 mit s, €R
Tq t 0 0 1

Gauss-Verfahren

Elementare Zeilenumformungen:
o Vertauschen von den j-ten und j-ten Zeilen,

o Multiplikation der i-ten Zeile mit einem von Null
verschiedenen Skalar A,

o Addition eines \-fachen der j-ten Zeile zu der i-ten Zeile.
-y+2z = 9

3x+6y—3z = 0
2x+6y—z = 2

In erweiterte Koeffizientenmatrix umschreiben und auf Zeilenstufenform
bringen.

x+2y—z = 0, x = =2y+2z,
y—2z = -9, = y = —9+2z
z = 4. z = 4.

Gauss-Jordan-Verfahren

Erweiterte Koeffizientenmatrix wird auf reduzierte ZSF gebracht.
Die Losung x = 6, y = -1 und z = 4 kann nun direkt abgelesen werden.

X y z

-y+2z = 9 0 -1 > | 9 1 0 0 6
Sx+by—-3z = 0, 3 6 -3 |o| = o1 0f-1
2x+6y—z = 2 2 6 ] 2 00 1 4

Umformungen

(D) -Cn)-6 2)6)



Losbarkeit

rg(A) Anzahl Nicht-Nullzeilen (fiihrende Variablen) in Zeilenstufenform
rg(A|B) Anzahl Nicht-Nullzeilen in erweiterten Zeilenstufenform
n Anzahl Variablen / Spalten
m Anzahl Gleichungen / Zeilen
16sbar: rg(A) = rg(A | b)

rg(A) =rg(A | b) =n
rg(A) < n (mehr Variablen als fihrende Einsen)
rg(A) # rg(A | b)

1. genau eine L6ésung:
2. unendlich viele Lés.:
3. keine L6sung:

Kriterien fiir die Anzahl Losungen eines LGS

Gilt rg(4) =rg(4] &)?

| Gilt zusatzlich re(4) =n ? \

Das LGS hat genau eine Losung. | | Das LGS hat unendlich viele Losungen. I

| Das LGS hat keine Lésung. |

x — 2y = -2 x =2y = =2 x =2y =-2
x+ y =4 } 2x — 4y = —12} 2x — 4y = —4}
¥ y Y
5 5 5
4 4 4
< 3
2 2 2
T xr ) T
0 1 2 3 0 12 3 0 1 2 3
1 Lésung 0 Lésungen oo viele Losungen

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

o det(A) #0.

@ Der Rang von A ist gleich n: rang(A) = n.

@ Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat genau eine
Lésung und sie lautet: X = A=1b.

@ Die Matrix A ist invertierbar.

Ein LGS kann unldsbar sein, auch wenn es freie Variablen besitzt,
genau dann wenn der § kleiner als die Anzahl Gleichungen (Zeilen) ist
und mindestens eine rechte Seite ungleich Null ist.

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen (Zeilen) und n Unbekan-
nten (Spalten) ist liberbestimmt, wenn: m > n. Es gibt mehr Bedingungen
(Gleichungen) als Freiheitsgrade (Unbekannte). Es kann keine, eine oder
unendlich viele Lésungen haben.

1
D )
a—2

Fallunterscheidung

Problem: Es kann nicht durch 4 — a2 dividiert
werden weil 4 — a2 kdnnte O sein:

1 a -2
(U 4—-ad®> 542
4-2a2=(2-a)2+a)

0 0 4—a?

o =2
1 -2 2|1 _ _ h ..
o o 1lo ) rg(A)=2 < rg(Alb)=3 - keine Losung
0 0 0 |-
¢ =2
12 2|1 rg(A)=rg(Alb)=2 - I|6sbar
(8 g 3 g) rglA)=2 < n=3 - unendlich viele Lésungen

o aeR\{-272}

1 a -2 1

(0 1 3 0)
a—2
iat

0 0 1
Determintante

Nur flir n x n-Matrizen
Eine Matrix A ist invertierbar (= nicht singulér) wenn: det(A) 7£ 0

Eigenschaften

- det(AT) = det(A)

- det(\A) = A" det(A) fir eine n x n-Matrix
- det(AB) = det(A) det(B)

- det(A¥) = (det(A))X

Letzte Zeile kann durch 4 - a2dividiert werden.
rg(A)=rg(Alb)=n=3 - genau eine Losung

- det(l,)=1
- Adet(A) = A(ad — bc) = Aad — Acb
Aa Ab abi)\abia/\b
“le d| |xe ad| |Ac d| | Ad
1
—det(AT) = ——
G det(A)

- Wenn det(A) = 0, dann ist eine Zeile oder Spalte eine
Linearkombination der Ubrigen Zeilen/Spalten:

1. Alle Elemente einer Zeile/Spalte sind Null.
2. Zwei Zeilen/Spalten stimmen iiberein.

6 2 -3 @ D @ 6 &
5 -2 8 © 0 4 1 5
4 10 -3 0 =3 56 =5 3
11 -12 @ 1 0 1 0

— Der Wert einer Determinante dandert sich nicht, wenn man zu einer
Zeile (bzw. Spalte) ein beliebiges Vielfachen einer anderen Zeile
(bzw. Spalte) elementweise addiert:

a b a+Ac b+ 2Ad
c d c d
det(d’l + 252 C_l:;) = det(c_fl + 2(._?:2 Eiz

az + 63 53) = det(&l az 0.3)

- Bei einer Dreiecksmatrix ist die Determinante gleich dem
Produkt der Hauptdiagonalelemente.

48 0 -2
01 1
=4-1-12-(-3) = —144
00 12
00 0 -3

det(A) =(-1)%-ay-ax " ..." @m z = Anzahl Zeilentausch

- Besitzen die Elemente einer Zeile/Spalte einer Determinante einen
gemeinsamen Faktor A, so darf dieser vor die Determinante gezogen werden:

24 7 3 /
-8
41

32 1

2-reihige Determinanten berechnen

det(A) = = ad — bc

c d c d

Geometrische Interpretation:

- ay b s
A:|axb|:|det(a; b:)|

3-reihige Determinante berechen

[5 E 8] (Spatprodukt / Regel von Sarrus)

Ber Betrag der Determinante einer 3x3 Matrix A
(Spatprodukt) ist gleich dem Volumen des Spats.

n-reihige Determinante ar | [

- : =
Vorzeichenfaktor wird nach oy e
der Schachbrettregel bestimmt [— ] i

Bei jedem Zeilen- oder Spaltenwechsel dndert isch das Vorzeichen der
Determinante.

BSpi 3, Zeile - 4(2. Zeile) Entwicklung nach der 4. Spalte
2 1 3 0 2 1 3 0
2 1 3 2 1 3
4 0 2 1| I =[}|-15 3 -9 =-3|5 -1 3
1 3 -1 4 -15 3 -9 0 i 3 9 1 3 9
-1 3 2 0 -1 3 2 0
2. Zeile + 1. Zeile und
3. Zeile- 3(1. Zeile) Entwicklung nach der 2. Spalte
2 3
- 7 6
=-3/7 0 6 =EH-3'. "
-7 0 -7 ! !
=3 )’T ?‘_721(776):721
Bsp:
1 2 -3 5 det(A) = 12-det(A22) +det(A24)
a_| 0 12 o[ 1 -35 |1 2 -3
10 -1 2 =12[1 -1 2[+[1 0 -1
-l 2| -1 2 1 -1 2 2



Parameterdarstellung

e 0

v = Richtungsvektor

-
QA ist Ursprung der Geraden.

Oj ein Punkt auf der Geraden. o

Bsp. Parameterdarstellung durch den Punkt A(1, 2, 4) mit vV = | 2
P(x, v, z) sei ein beliebiger Punkt auf der Geraden g

Pecge @:&+)\\7

X 1 1
< |lyl=]2]+2]2
z 4 1
op OA v

Liegt ein Punkt auf der Gerade?
Bsp: Liegt der Punkt Q(O, O, 3) auf g?

0 14X 1+ = 0
001 =0A+ e |o|=|2420| & ¢ 2420 = 0
3 44 44x = 3.

b= o

< A = -1,

(A = -1

Ein Punkt liegt nur auf der Gerade wenn alle A iibereinstimmen.

Koordinatengleichung

— 2 — —
7-0P—i7-0A=0 & n-A3:0
In Komponentenschreibweise: N
nx +ny+c=0 c=—-n-0A=
Beischreibt eine Gerade in IR? mit Ursprung c.

—(nyax + n,ay)

nx +ny+ny+c=0

Beischreibt eine Ebene mit Ursprung c.

c
x-intersept = ——
Ny

c
y-intersept = - —
n,

2 -1 0

2:x-4.-y+4=0

Bsp. Koordinatengleichung der Geraden g ( 3 )
7=

durch den Punkt A(4, 6) mit Normalvektor i

Liegt der Punkt P(-1, -9) auf g?
c=-(3-4+(1)-6)=-6
3:(-1)+(N-(-9) +(-6) =0

=> Der Punkt P liegt auf g

Normalvektor

Zwei Vektoren v und 1 stehen
orthogonal (senkrecht) |
zueinander wenn:

v-n=20

Schnittpunkt Gerade und Ebene

1 1
g:(—l)+i(—z) E:x-2y-32-22=0
3 -3

g in E einsetzen:
AQ+A)—2(-1-21)—-3(3-31)—-22=0
= (=28)+141=0 = A1=2

S = g(Z) = (3’_5’_3)

Schnittpunkt

Y1 _, g 4 5 _, . =y

Ohi+ Al = Oho+ i = AV - uir = Ohs - Oy

Gleichungssystem mit 2 Unbekannten A und u. Lésung fur Schnittpunkt S:
= A -

@ = 54)1 + XN =0+

Bsp:

.gl:(zlu)Jr/\( 5

(1) (2

e g1:3xr+y—8=0 g2: 6z —-2y—3=0
drty =8 19 13 19. 13
= — y=—= Schnittpunkt [ —=: =
{U.l'?y =3 12 4 (1 ’ 4)
T 1 -1
e g1:6x4+y—9=0 @ = +A
: y 3 2
Der Schnittpunkt Sv ist wenn A = 0 gehort, also: S(1; 3)
Sind die Richtungsvektoren (oder Normalenvektoren)
kollinear?
% Nn
Haben die Geraden einen Haben die Geraden einen
gemeinsamen Punkt? gemeinsamen Punkt?
ja nein ja nein
[ identisch ] [ parallel ] [schm:idcnd] [windschicl‘]
kollinear - identisch oder parallel?
20 5 10 10
gri| 1 |+A 1 und  g:| 5 | +p| -2
6 3 -12 6
20 10 10 10 + 102 20 = 10+ 10u p =1
Ghi=|1|=|5 |+u| 2|= 5—2p = 1 = 5-2u ®{p=2
6 -12 6 =12+ 6p —6 = —12+6p p =1

Parallel weil u nicht tbereinstimmt.

nicht kollinear - schneidend oder windschief?

»]=0
P — : . ) ..

oder (v -vo | A;Ay) hat eine eindeutige Lésung.

Parameterdarstellung

OP = OA + AV + ui

v und W sind Richtungsvektoren.

_} =
Schneidend genau dannwenn [ A1 Ay vy

Die Parameterdarstellung der Ebene ist nicht
eindeutig: Der Punkt A kann in der Ebene
beliebig gewahlt werden.

Bsp: Die Ebene E verl3uft durch den Punkt A = (3;5;1).
Liegt der Punkt Q(15, 12, 8) auf der Ebene?

3 2 5 342045 2 5
s|+Ax]|5]|+ uli] = 545\ + i Richtungsvektoren sind v = | 5 [ und w = | 1

1 3
1 1 3 1+ A+3p

=> Gauss-Verfahren um nach A und p aufzulésen.

Koordinatengleichung

_ - 7 -
FOP-7-0A=0 & A-AP=0
In Komponentenschreibweise:

ax+by+cz+d=20

. P=(xy.2)
di Oj =—(aax + bay + caz) g Ursprung der Ebene
x 3 2 3 2 2
E: yl=|2|+A|[1]|+ufl],. i=l1]x|1]l=]|_-8
z 2 4 2 4 1




Schnittgerade
Nur wenn die Richtungs-/Normalenvektoren nicht kollinear sind.
Ei:5x+2y+3z=0und £5:10x+7y —12z—45 =0

Sx+2y+3z = 0
10x+7y —12z = 45
Jede Gleichung beschreibt ein Ebene. Lésung Schnittgerade:
x —6 -3\ —6 -3
yl=]154+6x[=]15]|+A] 6 | mitricR
F4 A 0
Schnittwinkel
i-b R
{p = arccos W wobei 2 und b Normalvektoren sind.
a

Abstande von einem Punkt zu einer Gerade P(zo: yo)

In der Ebene
b_ AP il _ |axo+ byo+c|

”ﬂ vV 82 + b2 A(u,f-ﬂu)
Im Raum

o (1)
D:|VXﬁ| g: OA+av=[o|+A]s

E ’

Punkte auf einer Gerade g zu einem Punkte A mit Abstand D =3

A=(1;-2;3) 6-3\—1 5— 3\
A8 = || —s+ani2l| =[] - =3
ghast |45 8+ 4A+2 6+ 40
R | g 5 3423 A
3+ V(5= 3A)2 + (=6 +4N)2 + 22 = 3

25 — 307 + 927 +36 — 48X + 16X + X2 = 0
26N —T8A+52 =0 (A—-2)A-1)=0
A =1lund X2 =2  Somit gibt es zwei Punkte.
Abstande von einem Punkt zu einer Ebene (im Raum)

B |ABH| _laxo+byo+czo+d|

|71 va?+ b2 4 c?

Bedeutung von d:

Ist die Koordinatengleichung normiert, dann entspricht | d |
dem Abstand der Ebene E vom Ursprung

Abstand vom | d |
Ursprung W

kollinear - parallel oder identisch?

Wenn die Ebenen die selben Richtungs-/Normalenvektoren haben.
Richtungsvektoren paralleler Ebenen sind komplanar.

Bsp.

E:6x-4y+5z2+1=0 E;:-6x+4y-5z-9=0

Irgend ein Punkt testen, z.B. P(0, 0, 0)
6:0-4-0+50+1#-60+4-0-50-9 - parallel, sonst identisch

Gegebenist E:4x -y -3x+1=0.Ist a =

)

Neigungswinkel
[ : Neigungswinkel von g gegeniiber F (0° < g < 90°).

Richtungsvektor ( 1

2] ein Richtungsvektor von E?
2

Folglich sind d und 7 nicht orthogonal zueinander,

und somit ist d kein Richtungsvektor von E.

3 = arccos (%) —90°

ng||d

Fusspunkt
— ==
()/;:OAJr%ﬁ oder

sodass ax + by + cz+d =0

OB =0A-2#&

I7i]

Parametergleichung > Koordinatengleichung

X [ ! 3 2

E: yl= |2 +Xx|1|+p|1]|, AneR
z 0/ 2 4
e v w

1. Normalvektor bestimmen: n =V x W

3 2 "2
n=|1[x|1]|= 8
2 4 1

2. d bestimmen:
d=—-7-0A= —(2-54+(-8)-2+1-0) = 6
3. Koordinatengleichung aufstellen

2x —8y +z4+6=20

Koordinatengleichung > Parametergleichung
x—2y+3z—-8=0.

1. Irgendeinen Punkt finden, der diese Gleichung erfiillt.
zB. x=0,y=—4undz=0 A=(0,-4,0)

2. Normalenvektor definieren:
1

3. Richtungsvektoren V und W bestimmen. Es muss gelten:

- =

7-v=0 undid-w =20

Zudem diirfen W und V nicht kollinear sein (ein Vielfaches voneinander).

1 Vi 1 Wy
211w | =w—2v+3v,=0 2| wy | = wx— 2wy + 3w, =0.
3 Vz 3 Wz

Jeweils zwei Komponenten der Vektoren festlegen (irgendeinen Wert) und
die dritte berechnen, damit die Gleichung erflillt wird:

Fiir vi. = 1 und v, = 0 ergibt sich
1
143 =0 & v; = 3

Analog erhilt man fiir w, — 0 und w, — 1 die dritte Komponente

s}

243w, =0 < w

4. Parameterdarstellung aufstellen:

X 0 1 [0)

vl = 4l +20 0 [+p ),/\,}léR.
z 0 %
Bsp: 9: 7z —2y+3=0

1. Irgendeinen Punkt finden, der diese Gleichung erfiilit.
T (-1)=2-(-2)43 =0 A=(-1,-2)

2. Normalenvektor 3. Richtungsvektoren vV bestimmen
definieren: Kann direkt von 0l abgelesen werden.

)

4. Parameterdarstellung aufstellen:

TENERG



Lineare Abhéngigkeit

linear abhangig = kollinear (in IR?) / komplanar (in IR?%)

Fr n Vektoren: linear unabhangig wenn A7 + Ao + . . . + A = 0.
linear unabhidngig < det(A) # 0
mit A= (3 ... 3,) e R™"

Nur der Nullvektor ist linear abhéngig: A§ = 0
Jeder andere Vektor a ist linear unabhangig.

Drei Vektoren im Raum sind genau dann
linear abhéangig, wenn sie komplanar sind.
<=>det(A)=0 mit A=(@ b 0

[§ b &]=0

Bsp: Sind die folgenden Vektoren im Vektorraum IR* linear unabhéngig?
Ja, wenn das LGS keine freien Variablen hat.

1 0 3 1 3 0
D B ] [ 5 9 -3 0
& ) b ) € A + X +A3 =
) : 1 1 1 1 0
0 -1 2 0 -1 2 0
s 3|0 10 3]0
5 9 -3|0 01 2|0 ) - L
1 1 1lol o0 olo Die Vektoren sind linear abhangig.
0 -1 2|0 00 0|0

Vektoren in einem Vektorraum kdnnen nebst Ublichen Vektoren auch
Polynome oder reelle Funktionen sein.

P Der Vektorraum der Polynome vom Grad <n

n

Rzuxn

R"  Der Vektorraum der Vektoren mit » reellen Komponenten

Der Vektorraum der reellen m x n -Matrizen

Rechengesetze
— Kommutativitdt 34+ b= b+ 3
- Assoziativitdt 5+ (b+ &) = (F+ b) + ¢

- Existenz des Neutralelement 5+ 0 = 7

- Zahl 1ist das Neutralelement der skalaren Multiplikation 1 - 3= &
Falsch: 1, fur den gilt: a-l=a

Unterraumkriterium

1. Nullvektor 0 ist Neutralelement und im Vektorraum und ist per Definition
linear abhéngig. Falls 0 ¢ U, dann ist U kein Unterraum.

2. Addition: 5+ be U, Vi be U
3. Skalare Multiplikation: \3'c U, Vae U, VAeR

Fir die Definition eines Vektorraums spielt nur die Multiplikation mit einem Skalar
(einer reellen Zahl) eine Rolle; das Skalarprodukt kommt nicht vor

Bsp
- Jede Gerade oder Ebene, muss durch den Ursprung gehen. X . -
-{0 } ist ein Unterraum von jedem Vektorraum V.

- [P, ist ein Unteraum von P,

Untervektorraum

Homogen = geht durch Ursprung = ist Unterraum

Bsp:
1 0 0f0 Das LGS hat keine freien Variablen und hat genau eine
01 0])0 Lésung und beschriebt einen Punkt am Ursprung
0 0 10 (0, 0, 0) und ist ein Unterraum von IR3.

0 5 | undist deshab kein Unterraum von IR3 = inhomogen
1 7

x y oz Lésungsmenge

1 0 1]0 v 0 -
yl=1A]|=A1|+x| 0 ) mt A, peR.
G o ols) (5)-()-0)(:

Beschreibt eine durch den Ursprung verlaufende Ebene.
Ist ein Unterraum vom IR3, weil das LGS homogen ist.

1 0 0| —4\ Beschriebt einen Punkt nicht am Ursprung
1
0

Polynome

P, ist Polynom vom Grad < 2
P, ist Polynom vom Grad = 2

Fir P [x]: Monombasis M = {1, x,xz,...,x"}

Jedes Polynom kann als eine Linearkombination von Polynomen dargestellt
werden. Bsp:

V=P, PpX)=1+x, px)=3-%*, p:(X)=2x+4x>
Lin( pi, p2 ps) = { p(x) € Py | p(x) = Aip1 + Aops + Asps mit Ay, A, A€ R }

Ist p(x) =4+ x* eLin(pi, P2 P3)? — A, Ay, As finden.

4+ =k 1+ + A B-x) + - (2x +4x°)
=()L1+ 37Lz) + (M + 27L3>' X+(’A2+4A3)' X?

M+30, =4
M+21 =0
A +4h =1

Hat das LGS eine Losung, somit p(x) € Lin( p, p», ps )

Koordinatenvektor

Koeffizienten der Basisvektoren von einem Vektor v in V.

A1
B= {‘;’11\721"%‘7;7}
= A2
V=MWA+ b +...4+ AV, VB =
\75 ist Koordinatenvektor
(Komponentendarstellung) An B

von V bezlglich Basis 3.

Koordinatenvektor eines Polynoms

p(x) = -9+ 3x+x> BasisB=(l,1+2x,x+x?%)

11 0]-9 10 0]-10 ~10
02 13 |=>|010]1 p=| 1
00 1|1 00 1]1 1/,

> Weitere Beispiele siehe Seite 8.
Basis

Basis &

ey[

T .

Erzeugendensystem bei dem alle Vektoren linear unabhangig sind,
d.h. det(A) # 0. Richtungsvektoren sind eine Basis der Ebene / Gerade.

Eine Basis des Vektorraums V hat folgende Bedingungen:
1. Die Basis besteht aus Vektoren, die alle im Vektorraum V liegen.

2. Jeder Vektor in V kann eindeutig als Linearkombination der
Basisvektoren dargestellt werden v = A1vi + Ao + ... + AV,
Lin(v, ..., v,) = V, d.h. jeder Vektor v € V lisst sich als
Linearkombination der Vektoren W, ..., v, darstellen:

3. Die Basisvektoren sind linear unabhangig, d.h. es gibt keine
Linearkombination der Basisvektoren, die gleich Null ergibt (ausser der
trivialen Linearkombination, bei der alle Koeffizienten gleich Null sind).

Standardbasis fur R3istS={(1, 0, 0), (0,1,0),(0,0,1)} = Einheitsmatrix

Die Basis eines Vektorraumes ist nicht eindeutig, d.h. es gibt
unendlich verschiedene Basen in einem Vektorraum, bzw. die
Basisvektoren kdnnen wiederum aus anderen Vektoren erstellt werden.

Zeigen, dass eine Basis in R’ ist:

dim(R?) = dim(Lin(v,, v,, V) = 3




Erzeugendensystem

linear abhéngige oder unabhéngige Vektoren, die einen Vektorraum auf-
spannen. Basisvektoren oder Standardbasis ein Erzeugendensystem.

Bsp: Mind. drei linear unabhéngige Vektoren in R? sind ein
Erzeugendensystem in [R? und bilden eine Basis von R?, denn dim(R3) = 3

Lineare Hiille (Erzeugnis, Spann)

Lin(#, ..., V) = {% € V|Z = Alti+. ..+ AoV, mit Ar, ..., Ap € R}

\71 \7n = Erzeugendensystem, bilden einen Unterraum von V.
D.h. X sind alle Vektoren, die aus einer Lin.komb. der Vektoren v; ... v, erstellen
werden kénnen.

Unterschied Basis und Erzeugendensystem

Basisvektoren missen linear unabhéngig sein,
Vektoren eines Erzeugendensystem konnen linear abhéngig sein.

3 1 (
[2] 3*[0] + 2% 1)] + 4*[3] Standardbasis
4 0 0, I

3 -1 2 C -1
[2] = 2*[() ] + 3*{—5] + 5*[3 + 1*[2 ] Basisvektoren
4 -8 0 4 0

Dimension

Anzahl Basisvektoren/-Matrizen eines Vektorraums.

dim(V) = n, fir Basisvektoren B = {b, by, ..., b,}
dim(R") = n, dim(R™)=n-n, dim(P)=n+1
Der Nullvektorraum {0} hat die Dimension Null.

Wir betrachten die Vektoren 31, ..., a, € R" sowie die n % n
Matrix A, die entsteht, wenn wir die Vektoren a1, ..., a,
nebeneinander schreiben. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

o Die Vektoren &, ..
o rg(A) =n
o det(A) # 0

o A jst invertierbar.

., &, bilden eine Basis von R".

o Das lineare Gleichungssystem AX = b hat eine eindeutige
Lésung.

Ist U ein Unterraum?

o g Y er

1. Ist das Neutralelement in U?
Ja,wenna=0undb=0,denn0 € R

a,b e R} Bedingung

2. Addition 5+ b€ U

_far O az 0Y _ (a1 +a 0 _fa O
Al“‘?*(o b1)+(0 @)*( 0 b1+b2)*(o b
Somit Ay + As € Uy fiir alle A1, A3 € Up. Die erste Bedingung ist erfiillt.

3. Skalare Multiplikation \3 ¢ U

_ ap 0\ (Aay 0\ fa O
AA“’\(O bl)‘(o ,\bl)‘(o b)

Somit AA; € Up fiir alle Ay € Uy und alle A € R. Die zweite Bedingung ist erfiillt.

Sind die Polynome linear unabhangig?

m(x) =5, pa(x)=1—"4dr, () =3 + 8z,

LGS: A1p1(x) + Aapa(z) + Asps(z) + Aapa(x) =0

Mo A A
0 5 0
o):,(o 0)
0 0 0

x> /0 0o 0 7
x! (1) 1 8
X \5 1 3 0

- freie Variable, linear abhangig

1 3
-4 8
0 0

Basiswechsel der Abbildungsmatrix

Bsp, wir wollen den Vektor v in der Basis B in der Basis S ausdriicken:
Gesucht ist der Koordinatenvektor 17g.

. f}]

UB = [J-_» B

by ~31 + by - Z‘;g =4, B= {61,62},

(3 (D))

Komponentenvektor bei Basiswechsel bestimmen

s = s (bl b2 b3)3 = Basiswechsel von B nach Standardbasis S.

1. Basisransformationsmatrix berechnen:
Sind die Zielbasisvektoren nicht die Standardbasisvektoren S
- Gleichungssystem:

(51 52 | 61 EQ) = ("2 ‘ CTB)

Neue Basis | Alte Basis

Bsp:

L 1 1|-1 2 0
@ eln (22T 0
B B -3 7

cls = C((bl)c (bz)c)s :C( 2 —5)5

2. Komponentendarstellung Vc berechnen:

-3 7
2 -5

Ve = ¢cTB VB
Bsp:
1 L s 2
e 8\’ /a\lg
Somit
V= 2_’1 -+ 52 V dargestellt bzgl. Basis B

V dargestellt bzgl. Basis S

Zusammenhang zwischen Abbildungsmatrix gAzund cAc

cAc = ¢TI BAs - Blc = ¢Tg

(8Tc) ' =

Bsp, gesucht ist die Abbildungsmatrix g¢Ag von f bzgl. der Standardbasis.

Gegeben Basis B b, = (j) und b, = (2)
S /s

0 -1
und die Abbildungsmatrix bzgl. Basis B sAs = ( 0 )
B

1
" BAB ¢T3

cTs

- A 'S T371

B (2 1) (o 1) 1 (3 1) B (1 —1)
s\ 3 G\ 0/ 8 -1 2/ s\2 -1/

sAs =575



(Koordinatenvektor)
Einen Vektor in Basis B in der Standardbasis ausdriicken

Somit:

o= (5),7 =) O),

Einen Vektor in der Standardbasis in der Basis B ausdriicken

- (11 | 3 _ [ A3 = 11
G—(.%)S A(E)erH(*'i)s_(E)s@{2)\74# = 2
13 |1 1 0|5 = (5
2 —4| 2)=\0 1]2 aB = |9 -

Einen Vektor in Basis B in Basis C ausdriicken
B - Standardbasis > C

Space Transformation

Local to World
https://youtu.be/XiwEyopOMqg?t=3206

World to Local:
https://youtu.be/XiwEyopOMqg?t=4723

Lineare Abbildungen

Linearitat priifen

Entweder kdnnen Bedingungen 1 und 2 Uberpruft werden oder direkt 3.
1 f()?l —+ )?2) = f()?l) + f()?z)
2 f(AX1) = Mf(X1)
3. f()\]_)?]_ + )\2)?2) = )\1)(()_('1) + A2f()_('2)
f(@) = Aif (%) + Aof (X2)
Q =MX+ X%
Oder nicht linear wenn:

f(0) £0

Bsp. nicht linear:
22—z 2z Ty z @2
Lty—z+3z) \a—=a) \z+y Yy

Bsp: f(M) = MT

/ ist linear, denn es gilt:
seanean=r (o )+ (5 7)) =r((61
_ (al +as o +02) _ (m (31) n ((12 (’2)
bi+by dy+do by dy by do
= [(A1) + f(Ag) fiir alle Ay, Ay € R?*?
i (3 2)- (5 %)

=A (Z 2) = Af(A) fiir alle A € R**? und X € R.

by + bo
dy +ds

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Chantal Landry (lany)

Bsp:

foPu = Povr, pla) o fp(r) = 2 ple)

f ist linear, denn es gilt:

(@) + pa()) = 2 (pr(2) + pa(a)) = 2 pr(z) + wpa(a) = f(pr(2) + flp2())
fiir alle py(x), p2(z) € P,

und f(Ap(z)) = x(Ap(x)) = Ma p(x)) = Af(p(z)) fir alle p(z) € P, und A € R.
Fiir jede lineare Abbildung f:V — W gilt:
- f(=X) = —f(X)
—  Der Nullvektor Oy wird immer in

den Nullvektor Oy des Bildes (W)
abbgebildet.

f: RE S R?
X

x=|y Hf—f(f)—(x)
Z %

Ker(f) = {Ov} und Im(f) = W
f==2 rang(A) = N = dim(Im(f))

f ist bijektiv <

< A ist invertierbar
< det(A) #0

D.h. die blaue Flache ist ein Punkt / ein einziger Vektor in V.

Eigenschaften

rg(A) Anzahl der fithrenden Einsen in der Matrix A auf Zeilenstufenform

= maximale Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren von A

= dim(Im(f))

dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = 1 + 2 = 3 = dim(R?).

Abbildungsmatrix (Darstellungsmatrix)

f(X) = AX

Es wird immer die Standardbasis verwendet wenn nichts Weiters definiert.

f > Abbildungsmatrix

FrRP SR A= (f(8) F(&) f(&)) = (2 0 O) € R?*3

0 30
z.B.
Bsp: (3 g)
0 ls
(i) =(0 3 0) (03 8) =a
X3

Abbildungsmatrix > f

Bsp: 10 0
010
00 1 s
2 -5 0 2 -5 0 N 2x; — bxo
0 3 4 0 3 4 3z + 43
X1 X2 X3
Bsp:
xl
3 2 [ 2x,=5x,
SR> R mit f[[i’]]_(kz“‘xx ,
3

Abbildung ohne Darstellungsmatrix: f (X)
7 ‘II _ 2-7-5-1 _ 9
3-1+4-(-2) -5
-2
Abbildung mit Darstellungsmatrix: AX

=239 A-[_Yz] (53 2][_72] {6



Kern

Ker(f) die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
—
— —
f(xX)=Ax=0

Kern und Basis bestimmen - freie Variable
Bsp:

2 2 3\ (x 0 2 2 3]0 10 1]0
AX=0¢& [3 4 5[ x| =0 3 4 5/0|]0 1 5|0
10 1) \x 0 1010 00 00

Die Lésungsmenge beschreibt beschreibt eine Gerade durch Ursprung:

X1 -t 1
o |=|-it|=t|-%| mtteR
X3 t 1

Ker(f) hat als Basis einen Richtungsvektor und ist eindimensional:
Ker(f) = Lin(?) = {& € R®|Z = t7 mit t € R}
dim(Ker(f)) =1
Bild

Im(f) = Lin(v,...

Anzahl der freien Variablen (= Richtungsvektoren)

Vi)

Bild und Basis bestimmen = fiihrende Variablen

2 2 310 1 0 1(0 2 2 3

— ) - 1 e
My + Agiin + Agiiy =0 < | 1 510 . 0 1 310 A=|3 4 5
I 0 1]0 0 0 0]0 1 01

Eine freie Variable, d.h. die Vektoren sind linear abhangig.
Ein Vektor ist demnach zu viel fir eine Basis.
Verzicht auf Vektor 53, da eine Lin.komb. der anderen beiden Vek. gentgt.

Das Bild von f ist ein 2-dimensionaler Raum:
Im(f) = Lin(d, d2)
dlm(Im(f) ) = 2 Anzahl der fihrenden Variablen

Umkehrabbildung

= Inverse der Abbildungsmatrix

Voraussetzungen fur Bijektivitat:
— Definitionsbereich und Wertebereich missen Ubereinstimmen
- Die Abbilundgsmatrix muss invertierbar sein:, d.h. det(A) # 0

Bsp:

0 01 01 00 1 00 00 21
q1o [0 -1 310 1 0 0 01 0 0|0 -1 0 —
1 20 6|0 1 o)J=10 0 1 0|1 0 0
0 0 1|0 01 0 0 1o o0 0
f71: Rt R
: 0 2 1 0 '
0 -1 0 -3||=
= =1y — =1 = __ 2
T fm@=A7F=1 1 o o o ||
0 0 0 1 a4

Addition von linearen Abbildungen

3f-5g: R = R?

3 =23 3x—23
% (3f —5g)(X) = (3A—5B)X= ) o (T
6 0 y 6x
Ao (1 —1) . (n 4)
2 0 00
Komposition von linearen Abbildungen

f:R3—=R? g: R SR

Fe 2 00 c g3 G = (1 71) € RIx2
0 30
Darstellungsmatrix gof

C:GF:(l -1) (z Z g)—(z -3 0)€R1X3

Somit ist g o f wie folgt definiert:
gof: RS R

X
)?»—}gof()?):Cf:(2 -3 o) y | =2x—3y.

z

)

Aufgaben

Bsp, Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f : R? — R?

(1)) -0 ()= ()

Erinnerung:  f(@) = Aif(51) + A2f (%) und

und

a =M+ A%

w=nfo)+a(3) = (1)« {mid 21 = nmg meg
o= 5((2) -3 ((2))=36) -5 (%)= ()
amnp) () = (o) { it 2 62wy ey

() =300)+5 (%) -

Bsp, Gegeben sind lineare Abbildungen:

-6 60 o6
)

Q)00 0)-(0)6)-B)- (-0
G- 2o (0) ()8 - { R 2
0000

()= ALY oo oA[E]) oo

1 -1 0
1. Auf welches Polynom bildet f den Vektor @ = 3 (U) +2 ( 1 ) — —1) ab?
0 2

o () () A

=322+ 2~z +1)— (22 +20-1) = 42® — 4z +3

3
2. Auf welches Polynom bildet f den Vektor b= ( 1 ) ab?
-3

B 1 1 0 AL —As
e ) (() (3] {5
0 —1 2 —A2 +2A3

Das Gauss-Jordan-Verfahren liefert: Ay =2, Ap = —1 und A\ = —2.

()0 ()

=227 (- — 22?420 -1) = 42>~ 3z +1

||
—

@+ 1)

Bsp, Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung

fi Py—Py p(x) = fp(x) = p'(x)

beziiglich der Monombasen My = (1, z, 22, 2%, 2*) von P,

und My =

(l. x, 22, :1::‘) von [Ps.

Bilder der Basisvektoren berechen und Koordinatenvektor bzgl Ms:

M((f(l))Ml, F@ny (@0, (F@) ., (FEY

ML{AMJ = Ms

)

0

0

3

0/ e

J@*) =(2") =3:"=0-140-2+3 2" +0-2°

= (@")m, =

Es folgt:
01000
4o |roz2o00
Heite = k000 30
L.\ 0.0 0.4



Transformation

Transformationatrix = Abbildungsmatrix

Transformationen sind umkehrbar (bijektiv) wenn det(A) # 0
Spiegelung Spiegelung an der Ebene
e Geradeng:ax + by =0 e Erax+by+cz=0
o Mita®? +b%2=1 o a?+b?+c?=1
(1 —2a* —2ab ) 1-2a%> -2ab  —2ac
—2ab 1-2b? S=| —2ab 1-2b> —2bc
42 —2ac —2bc  1-—2c?
= I
g - S=E-2i-7’
|A? —2a%  —2ab —2ac a
Ag = ﬁ, —2ab  |A2 -2  —2bc i= |5
—2ac —2bc  |A]? —2c? c
Streckung Zentrische Streckung
e x-Richtung A, e Faktor A

e y-Richtung A,
(G »)
0 2,
frs: R2 5 R2

. . k 0 kx
Lol

Orthogonalprojektion auf Gerade / Vektor
Abbildungsmatrix, Projektion auf a (= Richtungsvektor):

A 0 0
010
0 0 4

a,% aca, axa

1 1
Ap = B axay a, ayaz| = EQ 5aa
dyay aya, A

Bsp: Projekjektion auf die Gerade ¢ : 22 —y = 0

n (EI) 7= (;) d.h.Projektionauf\?

1. 1 1 s 1712

)0 250 )
1 2\ /(%
2 4)\ %

Orthogonale Projektion auf die Ebene

Bild von & Ap @ =

=

e Eiax+by+cz=0

e a?+b%2+c¢2=1 ab,undczuerst normieren,e.g:a/ \/(a2+b2+cz)

—ab

1-a? —ac 1 lii]? —a®  —ab —ac
P={-ab 1-b2 —bc | Ap=—| -ab [IP-8 —be
—ac —bc  1—c? I7] —ac —be [1i]? — 2

P=E—#-@"
Ausserdem gilt: AZP = Ap

Scherung

f: R? = R?
e In x-Richtung o (X + ky)

X f(X) =
e Mit Faktor m y

k
() A= (F(8) F(&)) = (; 1)

Ursprung und Bild haben gleichen Facheninhalt.

Rotation um den Winkel ¢ um die Achse durch den Ursprung, deren Richtung durch den normierten Vektor d@
festgelegt ist.

Asp =

a133(1 — cos()) + az sin(¢)

azas(1 — cos(i)) — a1 sin(y)
cos(ip) + a3(1 — cos(p))

2122(1 — cos()) — a3 sin(¥)
cos(p) + a2(1 — cos())
a2a3(1 — cos(2)) + a1 sin()

cos(p) + (1 — cos(#))
a122(1 — cos(9)) + a3 sin()
a123(1 — cos(i2)) — a2 sin(@)

a1

wobei 3= | ax | mit [a] =1

as

)

Rotation Rotation um den Winkel ¢

e UmdenU 1 0
L Undenwimmerg e (0 s i «o)) &
0 sin(p) cos(¢)
= (&) f(Ey)) cos (¢) O sin ((p)
cos(p) —sin(yp) y — Achse: ( 0 ) J@’l
= sin()  cos(v) —sin (¢) O cos (<p)

cos ()
z — Achse: (sin (p)
0

—sin(p) 0
cos () ) Jg‘(
0

1

Die Determinante einer Drehmatrix ist immer gleich 1:

cos(yp)
sin(g)

—sin(y)

= cos?(ip) +sin?(p) = 1
cos(¢)

det(A,) =

Komposition von Transformationen

Transformation A gefolgt von Transformation B = BA

1 1
Bsp: Streckung A, = (O g) gefolgt von Scherung Ag = (2 ?)

1 0\/1 0 10
A:A“;Av’f:(z 1) (0 5):(2 5)

Aufgaben

Aufgabe 20. Drehstreckungen in R? mit Dreh- und Streckungszentrum O sind lineare Abbildun-
gen. Eine solche Drehstreckung bildet den Punkt P = (2; 2) auf den Punkt @ = (—4; 0) ab.

5-b
1. Drehwinkel = Winkel zwischen (ﬁ und (ﬁ p = arccos ( 2 = )
|3l ]
= arccos (—@) =3
08| _ 4 _
2. Streckfaktor: k = 6B = V8 = V2

3. A = Drehmatrix mit Drehwinkel 34”

Darstellungsmatrix der zentrischen Streckung mit Faktor k

(6 =@ B-(F Bt )-C

Trigonometrie

4 3 | 4 | 6 6 | 4 | 3

)

dr | 67 | 7w | 11w |
i | (| e A
2 3 4 6

a®  0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
1 V3 21, 1L VB VB VB VL
> % 3 3 T3 T 3 "2 2
o L V2 VB oy VB V2L, 1 vE By
2 T e T T2 2 2 |77 |2
Gegenkathete

von o

Ankathete
von

Matrix

Eine Matrix B finden, so dass AB = 0 (A ist gegeben).
1. Basisvektor X finden, so dass AX=0 - LGS

2. Jede Spalte in B ist ein Vielfaches von X
1 2,

1 2 1 —1]0
(—1 1 2 (])
1 -1 =2 0

0 1 0
()>¢(U 1 1

0 0 0 0

T t 1)

xo | = | —t| =t I |, mitteR
T3 i ‘ 1 J




Begrifflichkeiten

Orthogonal
Alle Vektoren in der Matrix stehen senkrecht zueinander. Es gilt:

AT =47

Eine Transformations-Matrix rotiert oder skaliert alle Vektoren gleich.

Singuldre Matrix: det(A) = 0, non-invertible
Reguldr Matrix:  det(A) # O, invertable

Determinant (Jacobian)

Die Determinante ist der Skalierungsfactor einer linearen Transformation.

] P N P
Determinant
Area =0.5 Scaling factor: 1.86
N \\
Artea = 0.93

L7

Jacobian Matrix

Each element in the Jacobian Matrix is simply the change in x and y
(dy and dy) in local space (infinitly zoomed in) of the transformation.
youtube.com/watch?v=bohL918kXQk

NS

Transformation

[/m\\\( % €{"|f))] _ x+s\n{j)_}
{ ,L/\ / \ (/i £ _L']fﬂnbr)
Evaluating a Jacobian Matrix gives you the local change in x and y.

o, ;)
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Ces(1) X 0.7y

Ce5(-2) l

X -0y
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Transpose
(Az)T = 2T AT
(AB)T = BT AT
(A+B)T = AT + BT

The transpose it the rotation in a Translation-Matrix that changes the orien-
tation from one basis the another.

It also represent the transformation Matrix that transforms a vector from
higher or lower space to a lower or higher space. For example X"-v rep-
resents a transformation from 3D to 2D.

11l
T _
X _[-1 1 2]

Symmetrische Matrizen

Multipliziert man eine beliebige Matrix mit ihrer Transpose, erhalt man
eine quadratische, symmetrische Matrix. Zudem sind dann die Spalten die
Eigenvektoren. Die Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix sind parallel
(orthogonal) zueinander.

AAmem

Rang (Rank)

Rank is the dimensionality of the space spanned by a Matrix.
Anzahl Vektoren (linear unabhangige Basisvektoren), die bendtigt werden,
um einen Vektorraum auszudrlicken. Beispiel:

a b o
A=[az by ¢

az by 3

ATAnxn

=[a b ]

ke Rank(A) =1

b Die Vektoren sind kolinear (nicht linear
unabhangig) und kénnen mir nur einem
Vektor ausgedriickt werden.

‘1 Rank(A) =2

Die Vektoren sind koplanar (liegen auf der selben
£ . Ebene im Raum), es genligten zwei Vektoren, um
Raum (e.g. die Flache) auszudriicken.

) Rank(A) =3

¢ Alle Vektoren in der Matrix A werden benétigt, um
Raum auszudricken.

Derivative of a Matrix

The derivative of a matrix is the derivative of the transformation
- Jacobian-Matrix

d d
d 7, _ d, o
ﬁw Ar = 2Azx dwk:c = 2kx
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