Deskriptive Statistik

Daten werden Uber eine Stichprobe erhoben und ausgewertet.
Teilgebiete:
1. Deskriptive/beschreibende Statistik: Ubersichtliche Darstellung,
die Ermittlung von Kenngrdssen und Datenvalidierung.
2. Explorative Statistik:
Suche nach Strukturen/Besonderheiten.
3. Induktive/beurteilende Statistik:
Schlussfolgerungen mittels Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Begriffe:
- Merkmalstrager/Statistische Einheiten: Erfasste Objekte (z.B. Wohnung)
- Grundgesamtheit: alle statistischen Einheiten (z.B. alle Mietwohnungen)
- Vollerhebung: Eigentschaft bei jedem Individuum in
der Gesamheit wird abgefragt/gemessen/erhoben
- Stichprobe: Untersuchte Teilmenge der Grundgesamtheit
- Stichprobengroésse: Anzahl der Einheiten in der Stichprobe.
- Merkmal (Variable): Interessierte Grossen
(z. B. «Nettomiete» und «Baualter» fiir eine Wohnung ermittelt)
- (Merkmals-)Auspragungen: Werte, die jedes Merkmal annehmen kann
(z.B. CHF 1234.- fir Merkmal Nettomiete)
- Urliste: Unbearbeitete notierten/beobachteten Stichprobenwerte

Merkmalstypen / Messniveaus

- Qualitativ/Kategoriell: Angabe Auspragungen aber kein Ausmass
1. Nominal: Kategorisierung ohne Ordnung (z.B. Geschlecht, Farben)
2. Ordinal: Kategorisierung mit Ordnung/Rangierung (z.B. Rangliste)

- Quantitativ/Metrisch: Angabe Ausmass in Zahlen
3. Diskret: Abzahlbar viele Auspragungen (z.B. Anzahl Kinder) - CMF
4, Stetig: Auspragungen in reellen Intervall (z.B. Korpergrosse) > CDF

Empirisch = nicht-klassiert (diskret oder stetig)

Diskrete Stichproben (PMF, CMF)

Absolute Haufigkeitsfunktion h(x)

h(x) = Anzahl Elemente eines bestimmten Merkmals.

Absolute Summenhaufigkeit H(x)

H(x) = 2, h; = Summe aller Strichprobenwerte

Relative Haufigkeitsdichtefunktion f(x) PMF

PMF (Probability Mass Function)
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Zahldichte P({w})

flxy =22

Kumulative Verteilungsfunktion F(x) CMF

n = Stichprobenumfang
=HKX)

f:R—1[0,1]

CMF (Cumulative Mass Function)
Auch Kumulative Summenhéufigkeit. Summe aller PMF f(x)

F(z)=> f; :@ =Y PDF, b

Absolute Haufigkeit Absolute Relative Haufigkeit Kurrl\ulatlve Verteilungsfunktion
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Anteil aller Stichprobenwerte mit
- héchstens x: F(x)
- mindestens x: 1-F(x)
- genau Xx: F(x;) - F(xi,)
- zwischen x;und X1 F(x;) - F(Xj.1)  wobeii>]j

Bsp:
x=[-8,-8,-8,-8,-3,-1,..] mit n=18
F(-2) =4/18 + 1/18 = 5/18
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Klassierte und stetige Stichproben (PDF)

Klassierte Haufigkeitsfunktion g(x)

Absolut
h(x) = Anzahl Elemente einer bestimmten Klasse

Relativ
gx) =fi =

n = Stichprobenumfang = H(x)

h(x)
n

g:R—10,1]

Klassierte Haufigkeitsdichtefunktion f(x) PDF

PDF (Probability Density Function) = Histogramm
PDF muss nicht zwingend klassiert sein:
PMEF (diskret) = PDF (stetig) = h (absolut)

Lebensversicherungsvertrage

00401

0.035

Bei Stichproben stetiger Merkmale teilt man die 9090
Stichprobenwerte in Klassen bzw. (nicht unbedingt 0025
gleich grosse) Intervalle ein. Flache des Rechtecks 0020
ist ein Mass fur die Anzahl der Messwerte. 0015

0.010

0.005 [

0.000

Obere Intervallgrenzen zéhlen dabei immer zum
darauffolgenden Intervall: [100,200[ oder [100, 200)

Absolut
h =Hohe

hi
h = - h; = Absolute Klassenhaufigkeit (= Fldcheninhalt)
di d; = Klassenbreite

Relativ
h(x)
f(x):%c) =bi f:R—0,1]

f = PDF (= Hohe)

gi = Relative Klassenhaufigkeit (= Flacheninhalt)
h; = Absolute Klassenhaufigkeit

n = Stichprobengrosse

b; = Klassenbreite

Faustregel
- Die Klassen sollten gleich breit gewahlt werden. (Muss nicht immer gelten)
- Die Anzahl der Klassen sollte \/n nicht wesentlich Gberschreiten.

Die Klassen interessieren, nicht die einzelnen Werte.

Kumulative Verteilungsfunktion F(x) CDF

CDF (Cumulative Distribution Function)
Auch kumulative Summenhaufigkeit. Summe aller f(x) PDF
CMF (diskret, relativ) = CDF (stetig, relativ) = H (diskret, absolut)

Fa) = [ fa)dy

In der letzten Klasse wird der prozentuale Anteil der relativen Haufigkeit
der Klasse in der sich x befindet dazu gezahlt!

F:R—[0,1]

Bsp:
o (CDF) - Sticl =151
08
034
061 70 % der Nettomieten < 1400
4. 30 % der Nettomieten > 1400
S

00 -
1000 jyo0 2000 2000 000
Nettomiete

2
Die PDF einer stetigen Zufallsvariablen X ist gegeben durch: f(x) = {a(ZxO x) 0sxs=2

. ) o . sonst
Wie gross muss a sein, damit f eine PDF ist?

F(x) =f:f_;(ll) dyv =1 => GJ:ZK-‘:Z de =1

2
_ z_ 1.3 - = -2
—>a(x—3x o)—’l == a.-q_
F(K):-i—xz—%xg
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Quantile R,

Teil die Stichprobe bzw. der Graph einer CDF in zwei Teile ein.

q = F(x) = Wert (O bis 1) auf Ordinate (y-Achse)
R,= x = Wert auf Abszisse (x-Achse)

Eqppirische Verteilungsfunktion (CDF) - Stichprobengrosse = 151

--- LOuartil
== 2Quartil
3Quartil

1. Quantil: Ro2s, 2. Quantil: Ros, 3. Quantil: Ros
g-Quantil Ro2s = g-Perzentil Ras
Ros = Q; = Median

o 1000 2000 000 000
Nettomiete.

R, / Quantile (x-Werte) berechnen

Stichprobenwerte mussen geordnet vorliegen.
2 Falle:

- n-q gerade:

1
Rq:§

- n-qungerade: Rq = Z[nq]

(Zng + Tnogt1)

n = Anzahl Werte oder Klassen

Bsp: Geordnete CDF der Stichprobenwerte [0, 1, 3, 3, 4, 4, 5]

CDF der Stichprobe

-=- 1Quartil
-- 2Quantil
08 3 Quartil

ggP_ 150_5
o [0,7,5,3,1,%,5]
ng R5l =4 Ry=X=3

-

o [-2,0,57]
ny = 2 R,_5="Z(XZ+X:)=Z-_5

H
i
00 +
1

Bedeutung:

q=0.25: 25% <1,
q=0.5: 50% <3,
q=075 5% <4

Bsp: Geordnet CDF der Stichprobenwerte [-2, 1, 5, 7]
" CDF der Stichprobe Bedeutung;

-~ 1Quartil
== 2.Quartil
08 3 Quartil

q=0.25: 25% <-0.5
q=0.5: 50% <3
q=0.75: 75% <6

Linear interpoliert zwischen zwei g-Quantilen F(a) und F(b)
a, b = Werte Abzisse (x-Achse)  F(x) = Werte Ordinate (y-Achse)
= Klassengrenzen

(b—a)
(F'(b) — F(a))

(F(b) — F(a))
(b—a)

Ry=a+ (¢ — F(a))

g=F(a) + (R, — a)

Bsp: Klassierte Stichproben
1. Relative Haufigkeiten f(x) berechen (sofern nicht gegeben)
2. Bendtigte CDFs F(x) berechnen (kumulative relative Haufigkeiten)

q=0.75

Klassengrenzen | [8,11[ | [11, 56 [56, 116[ [116,165[ | [165, 280[
Relative Haufigkeit [ 3/17 19/85 13/85 27/85 11/85

£(x)

Summenhaufigkeit | 3/17 F1+19/85 | F2+13/85 | Fs + 27/85

(CDF) F(x) ~018 =~ 0.40 ~ 0.55 ~0.87

0.55 < 0.75 < 0.87

> a=116, b=165, F(a)=0.55, F(b)=0.87
0.75-Quantil = Ro7s = 116 + (165 - 116) / (0.87 - 0.55) - (0.75 - 0.55) = 146.63
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Lagemass

Median Xpeq

Zentralwert. Zentrum der Verteilung.
Teilt eine sortierte Stichprobe in zwei gleich grosse Halften ein.

2 Féllle: . 1
- nist ungerade: X[nT-i-l] - nist gerade: > (JCE] + XE_H])

. . 1
Bsp: Median(xy,...,x7) = x4 Median(xy,...,%s) = 5 (*(z) + X(a))

Bei klassierten daten muss das 2. Quantil (R,s) berechnet werden.

Modus (Modalwert) Xmoq

Klassenmitte. Wo h; (absolute Haufigkeit) am grdssten ist.
Gibt das Maximum der Verteilung an, d.h. den haufigsten Wert.

M“lu;

Median
Miﬂdww“

Arithmetische Mittel x

Empirische Mittelwert / Erwartungswert

Ohne Haufigkeitsangaben Mit Haufigkeitsangaben

n
1 Z
n
i=1

n = Anzahl Strichproben

m = Anzahl Merkmale / Klassen
a = Wert oder Klassenmitte

h = Absolute Haufigkeit

f = Relative Haufigkeit=h;/n

Streuungsmass

Varianz o2

m m

%;ai'hi :Zai'fi

Tr =

Durschnittliche quadratische Abweichung vom Mittelwert der Verteilung.

Empirische Standardabweichung (ohne Haufigkeitsangaben)

Klassierte Standardabweichung (mit Haufigkeitsangaben)

m m m
1 .
= =) h@-® =
i=1

1
E 2 -2
H a;” - hi —X
L =1
n = Strichprobenwerte

m = Anzahl Merkmale / Klassen
a = Wert oder Klassenmitte

h = Absolute Haufigkeit

f = Relative Haufigkeit=h;/n

Il

82
N
=

|
=i
)

Empirische Standardabweichung ¢

(engl. Population).
Wahrscheinlichkeitsdichte.
Normalverteilung

34.1% 34.1%
§ =132

Korrigierte Varianz s? / Standardabweichung s

(engl. Sample)
Statt mit n wird mit n =1 gemittelt.

n

1 n - n -
Z(xf _Y)Z 32 = . 32 s = ]
i=1

2
S —
n—1
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Boxblot

Nur flr unklassierte Daten sinnvoll. Q= Rozs, Q2=Ros, Q3=Ro7s

héochstens 1.5 - (@3 — Qy)

AN 7
untere Antenne {_k_‘ {_)%

OOIEI] =‘/

A |
untere Ausreisser

[ | | o

i >

| | |
Stichprobenwerte

hochstens 1.5 - (Qz — Qy)

obere Antenne

€ & <«— obere Ausreisser

Qs - Q; = Interquartilsabstand (IQA)

Untere Antenne (Whisker):
Obere Antenne (Whisker):

Minimaler Wert innerhalb Q;-1.5-(Qs - Q)
Maximaler Wert innerhalb Q; + 1.5 - (Q; - Q)

Ausreisser: Werte ausserhalb Interquartilsabstand (IQA)
T o

L]
G %3 o | cmF/cDF PMF / PDF

as

045

Korrelation

Korrelationkoeffizient (Bravais-Pearson) r,,

(engl. Correlation coefficient)

Kennwert, der den Grad einer linearen Abhangigkeit bzw. die Starke
(= Streuung) und Richtung eines linearen Zusammenhangs zwischen
zwei metrischen Merkmalen oder zwei Zeitreihen misst.

Bivariate Daten: Zwei Merkmale (Wertepaare) werden miteinander verglichen
Multivariate Daten: Mehrere Merkmale werden miteinander verglichen

Der Pearson-Korrelationkoeffizient ist nicht robust gegen Ausreisser:

Korrelation bedeutet nicht unbedingt einen kausalen Zusammenhang.
Ist der Zusammenhang nicht kausal, spricht man von einem
Scheinkorrelation.

Starke Korrelation wenn |r,,| nahe 1:

Nahe 1: positiv korreliert (= positive Steigung)
Nahe -1: negativ korreliert (= negative Steigung)
Nahe O: unkorreliert

Weil es ein Verhaltnis ist, kommt es nicht darauf an, ob die korrigierten
Kovarianz und Standardabweichung verwendet wird oder nicht.

Sxy Xy—x-y
Ty = 57— = 1,1
Sx * Sy — N
V2 — 72, 2 _ 52
X X y y
cov(X,Y)
corr(X,Y) = ———~
Ox0y
Standardabweichung
S, und §,
Varianz (empirisch)
=2 _ 7 -2 ~ 2 _ 7 _ 52 Mittel der quadrierten x-/y-Werte.
Sy = X" —X Sy =V Mittel der x-/ y-Werte quadriert.

Varianz vs. Kovarianz

Die Varianz misst, wie weit die einzelnen Werte in einem Datensatz
vom Mittelwert dieses Datensatzes abweichen.

Die Kovarianz misst, wie zwei Variablen gemeinsam
variieren oder zusammenhéangen.
Statistik und Stochastik
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Kovarianz $,, (empirisch)
(engl. Covariance) Misst, in welche Richtung sich y bewegt,
wenn sich x weg vom Mittwelwert bewegt > misst absolute Werte [-00, o0]

1 n
Sy=- Y W-DG-F) =F-%-F
i=1
cor(X,¥) = =3 (e — BOO)wi — E(¥))

Rangkorrelationskoeffizient (Spearman) rs,
Misst Starke und Richtung des monotonen Zusammenhangs,
d.h. wie die Punkte um eine Kurve streuen. Robust gegen Ausreisser.

N i (rg(x) — rg(®) (rg(yo) — rg(»)
p =

JE e - D) - {Ziare0) - D)’
Alternativ, nur wenn alle Rénge verschieden sind:

6 - Z?=1 diz
n. (nz—-1)

Tsp=1 d; =rg(x) —rg(yy)

rg(x;)) = Rang der geordneten x-Werte.

Verbundene Rénge
Wenn unterschiedliche Klassen gleiche Werte haben.

i 1 2 3 4 5 6
X 23 27 35 35 35 59
rg(x;) 1 2 4 4 4 6

4=1/3-(3+4+5)

Verteilungsformen
hiefe
Se rechtsschief/ linksschief/
symmetrisch linkssteil rechtsssteil
8 8 g8
] g &
i i i
Modalitat (lokale Maxima)
unimodal bimodal multimodal

Frequency
0 20 4 60 8 100
Frequency

0 20 40 60 80 100

il

4 20 2 4 & 4 -5 0 5 10

2 -2-101 2 3
Covariance Matrix
The covariance matrix captures the pairwise covariances between variables.

Cov(z1,z1) Cov(zy,zs)
5 — |Cov(zy,z1) Cov(zs,xs)

Cov(A, B) = Cov(B, A)
Cov(A, A) = Var(A) (variance)

The Covariance Matrix is symetric.

To compute the eigenvectors from the covariance matrix:

Yu =\

v is an eigenvector s
A is the corresponding eigenvalues

These eigenvectors represent principal
directions of variance in your data.
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Ubersicht
Variation (mit Reihenfolge) Kombination (ohne Reihenfolge)
Mit Wiederholung Ohne Wiederholung Mit Wiederholung Ohne Wiederholung

" nPk = (n+lk)| (" e II: - 1) nok= (i)

nPk = Permutation

n = Anzahl Elemente / mégliche Belegungen
k = Anzahl Permutationen / Kombinationen (= Zielgruppengrosse)

[a,ay.,an] 2 {34, ..}

Mit Wiederholung: n darf mehrmals vorkommen in der Zielgruppe.
Ohne Wiederholung: n darf maximal einmal vorkommen in der Zielgruppe.

Permutation nPk

Berticksichtigt Anordnung / Reihenfolge.

Wieviel Mal alle Elemente angeordnet werden konnen.
n!

nPk =

k.
n— k). k!'-nCk

Kombination nCk

Anordnung / Reihenfolge ist egal.
Wieviel Mal alle Elemente kombiniert werden kdnnen.

n n! nPk
() = nc = K(n—k)! &

k! korrigiert fur Wiederholungen

n = Anzahl verschiedene Elemente
k = Auswahl Elemente aus n

Binomialkoeffizient (Z) fiir natiirliche Zahlen0 < k < n

Teilmengen

Rekursionsformel (Pascal’sches Dreieck)

()60 =6)
)+ G226
1) - () (22)

Alle Teilmengen ohne Element x
Alle Teilmengen mit Element x

Alle Teilmengen ohne Element x und y
Alle Teilmengen mit Element x und y

Alle Teilmengen mit entweder
Element x oder y

: (g):l = k=1
: O-+ [0 |-
: O+ 0=+ o [

| o1+ [0+ [0 +
{o-1+ 104 +

k | Teilmengen mit & Elementen Anzahl

0 | {} «leere Menge» (g) =1
4

1| 4152503514 (D=1

11.2),11,3), 4 _

2| e ea 64 (2)=¢

3 [023024038,234 | (5) =4
4

4 | 1234 (4) =1

Gesamtzahl aller Teilmengen (inkl. leere Menge) = Potenzmenge

0 +@D+E+G)+()=2
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Beispiele
Zahlenschlossproblem: Permutation mit Wiederholung n*
6 Zanhkranze mit 10 méglichen Belegungen:

Anzahl Elemente n =10 (0-9), Zielgruppengrésse k =6
Anzahl mdgliche Zahlencodes: 106 = 10-10-10-10-10 - 10

Lotto: Kombination (Reihenfolge ist egal) ohne Wiederholung nCk
6 Zahlen mit 49 moglichen Werten (1-49)

n=49  _ml o agi-... a4l = 491/ 431
k=6  Kli(n_k) - 49':48L-..-44l = 491/43!
n={H, @ A}

k = 2 (Zielgruppengrosse)

sP2= 3!/(3-2)!

O OH HA AN 04A.4A0) -5
sCz= 3!/ (2! (3-2)}) o

(HO. 0
{(HO WA 04} =3

Verteilung: Kombination (Reihenfolge ist egal) mit Wiederholung
= Ersatzproblem

3 Sicherheitskopien sollen auf 4 Servern gemacht werden. Auf wie viele
Arten kénnen die Sicherheitskopien auf die Server verteilt werden?

X=l/<dpir. 0= Server w\ _ (6
k) \3
$ 33 % ® | = =
DD|I:I|D EI‘DEIEI n=
W=4%4+3-1= 3+3
KrX (11 x| %] X k=3

Auf wie viele Arten kann man die Folge [ 3, 3, 3, 4,4, 1,1,-2] anordnen?
N!

N = Gesamtanzahl der Objekte
nx = Anzahl des Elemtes k

8!/(3!-2!-2!-1) = 1680

oder

) (o) ()
) -

Binéres Codewort
Méglichkeiten 3-mal X und 4-mal O in 7 Stellen anzuordnen.

7'/ (3!-4l) = { XXXO000, XOXXO00, XOOXXOO, ...} = 35

Aus 8 Frauen und 12 Mannern soll eine Gruppe
mit 6 Frauen und 5 Mannern gebildet werden:

Zielgruppengrdsse Frauen = 6,  Zielgruppengrdosse Manner = 5
Zielgruppengrosse insgesamt = 11

8 12
6) \5
Karkenset :
{23, 056,237 0t,0,0}

Kowbinationan wit 227 wd 34§ :
Zelz

@G0

P(2r# md 3xf) = L ¥ 0.27
220

=6

s

h=l2
k=9 ( Zi"'ﬂ""’f“"ﬂ':”c )

Wiirfel-Kombinationen: Elemente kdnnen zusétzlich Werte einnehmen.

{9.8.6.0.8) {£.8.6.8.8.8)

t8.5 5 5 2 3

(:).6.5.*:1200 (;)-6-(:)'5'4’ = 7200

—
Ans § Wirfd baan wanr anf 10 Acken 3 identische Wardel
arfwihln. Dist kéanen § vusthicdine Werle eimthmen.
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Mégliche Anzahl Gruppen: Wie viele verschiedene Gruppen
kénnen aus 10 Elementen gebildet werden? - Erstazproblem
Jede Gruppe kann man mit einem Bitmuster identifizieren.
zB:1000001110

Abzahl Moglichkeiten: 2°-1=1023 (= Potenzmenge \{})

In wieviele Arten kdnnen 5 Paare in 4er Gruppen unterteilt werden,
so dass die Gruppen keine Paare enthalt > Erstazproblem

Paar ols ln/ule-f:qar O und 1 betrachien.
5 4
(5) 2

[(0,7), (01),(0,1),0,1), (0. 1)}
| | [
o 1 4
Wie viele 6-stellige positive ganze Zahlen mit mind. einer Ziffer 2 gibt es?
9-10°-8-95 = 427°608
- Gesamtanzahl der 6-stelligen, positiven ganzen Zahlen:
Ziffer1:1-9=9 Ziffern 2 bis 6: 0-9 = 10°

- Anzahl der 6-stelligen, positiven ganzen Zahlen ohne Ziffer 2:
Ziffer1:1,3-9=8  Ziffern 2 bis 9: 0, 1, 3-9 = 95

80
0 — B:r‘ Cvupp&

Moglichkeiten 6 Personen in 3 gleichgrosse Gruppen einzuteilen
1/6)\ [4\ /2 1op (ki
; 31
3\2 2)\2 nood k

20 Karten, 4 davon sind Joker. Jeder Spieler erhalt 5 Karten.
Kombinationen mit mindestens einem Joker?

n = Anzahl Gruppen
k = Gruppengrosse
(Gesamanzahl/n)

mind. 1Joker = 1- kein Joker = Komb. alle Karten - Komb. ohne Joker
20C5 - 16C5 =11135

{0,0,0,0,0,9.0,0.0} ‘f’br-gr-«fflb wit mind. Z Blonen.

&) 36 G)

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Zahldichte p (rho) = (PMF)

Ergebnis-Wahrscheinlichkeit P({w})

p:Q-[01], p(w),we. Zp(w) =1

Ordnet jedem Ergebnis w seine Wahrscheinlichkeit zu (= relative Haufigkeit f)
Bsp: Q Ergebnisraumes = {1,2,3,4,5,6}, p(3) = 1/6

Sind Alle Ereignisse gleichwahscheinlich, dann handelt es sich um eine
Gleichverteilung und Q ist ein Laplace-Raum (= gleichférmige Ereignisgrosse)

Ergebnisraum Q)

Menge aller sich gegenseitig ausschliessenden Ergebnisse eines
Zufallsexperiments. z.B. Q = {1,2,3}

Diskret falls endlich oder abzahlbar unendliche Anzahl Ergebnissen.
Die leere Menge ist ein unmaogliches Ereignis: P({}) = 0

Q triff immer ein: P(Q) =1

Ereignis

Teilmenge von Q bzw. Zusammenfassung von gewissen Ergebnissen. A = {1,3}

Ereignisraum 29

Menge aller moglichen, sich gegenseitig ausschliessenden Ereignisse.
= Menge aller Teilmengen von Q (2'% = Potenzmenge von Q)
zB.{{, {1}, {2}, {3}, (1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}

Wahrscheinlichkeitsmass / Wahrscheinlichkeitsverteilung P
P:22 5 [01],P(M) = Y pemp(w) mitM S Q.
Gibt die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses an.

Bsp: A ={2,4,6}, P(A) = P(2) + P(4) + P(6)

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik

Komplementéres Ereignis P(A)

P(A) = P(Q\A) = 1-P(A)

Sigma-Additivitat

falls die Ereignisse paarweise disjunkt sind.

Vereinigung P(A oder B oder beide)

P(A UB) = P(B) + P(A)— P(ANB) = \BI+|A|\Q—| |AN B

-, |B|+[AnB
— P(B)+ P(AnB) = BT A0 5] H|l)| |

Zufallsexperiment
Definition

— Der Vorgang lasst sich unter den gleichen dusseren
Bedingungen beliebig oft wiederholen.

— Es sind mehrere sich gegenseitig ausschliessende Ergebnisse moglich,
diese sind vor der Durchflihrung des Zufallsexperiments bekannt.

- Das Ergebnis Iasst sich nicht mit Sicherheit voraussagen,
sondern ist zufallsbedingt.

Stochastische Abhangigkeit

Stochastisch abhéangig (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Ereignisbaum: Nacheinander Ziehen ohne zuriicklegen

P(A) P(A)

P(B|A) PB1A) PBA) P(B|A)
Multiplikationssatz (Pfadwahrscheinlichkeit) P(A und B) S
P(ANB)=P(A)-P(B|A)=P(B)-P(AIB) /5
Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit P(B) s
P(B) = P(A) - P(B|A) + P(4) - P(B|4) VA"
Satz von Bayes P(B gegeben A)

B gegeben A = B ist abhangig von A.

P(B|A) = P(B)-P(A|B) _ P(ANB) _ |AN B _ 1—P(E\A)

P(4) P(4) |4]

Stochastisch unabhidngig

Ereignisse, die keinen Einfluss aufeinander haben oder nicht zur selben Zeit
passieren kénnen. Oder: Elemente einer Stichprobe werden zufallig aber mit
der selben Wahrscheinlichkeit ausgewahlt.

Definition

PX=xAY=y)=PX=x)-P(Y=y)

Multiplikationssatz P(A und B)

‘ 14| |B| |A-B
P(AN B)=P(A)-P(B) = = . 2 =
ANB =P P = o) = Tap
P(AN (2\B)) = P(A) — P(AN B) = P(4) — P(A) - P(B)

=P(4)-(1-P(B)) = P(A)  P(2\B)

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses P(A) 0 <P(A)<1
Al PAIB) =P
|€2| P(B|A) = P(B)

Falls P(B) # 0
P(A)
falls P(A) # 0
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Diskrete Zufallsvariable X

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedem Ergebnis aus Q eine reelle
Zahl zuweist.

X, = Merkmalsauspragung des j-ten Elements in der Stichprobe.
X, = Stichprobenwert (Realisierung der Zufallsvariable)

Dichtefunktion /

PMF bzw. PDF flx) =P(X =x)

Kumulative Vertei-

longsfonktion/ CDF | 0 L X =X = Z f )

E(aX+pB)=aEX)+
E(aX) = aE(X)
EXX+Y)=EX)+E()
VieX + B) = a? - V(X)
VIX+Y)=V(X)+ V()

Fur unabhéngige / unkorrelierte X und Y

a ER

Stetige Zufallsvariable X

x<X
Dichtefunktion / )
Wahrscheinlichkeiten | P(a < X < b) = ) g<x<p f (%) PMF bzw. PDF i) =F) = FE=4)
Kumulative Vertei- _ _ *
Graphische ) lungsfunktion/ CDF Fle) = R <o) = f_ rf oLy
Darstellung von f Stabdiagramm
g vo 5
Wahrscheinlichkeiten Pla<X<h)= J. f(x)dx
Erwartungswert E(X) = z flx)-x a
x€ER Graphische
Darstellung von f Graph
Varianz VO = ) F(0) - (- ECOY
xER Erwartungswert E(X) = f f(x) -xdx
P(X=2)=f2)=P(X<2)-P(X<1)
=F(2) - F(1) Varianz VX)) = f f(x)-(x—E(X))?dx
(X#Z)—I—P(X—2)—1—f(2) —o
P(X >4) = P(X<3) =1-F(@3) Pla<X<b) b
P(X5 %) 1-P(X <2) - 1- F() Pla<Xsb) {=[fodx = F(*)- F()
P(X <2)=P(X <1)=F(1) Pla<X<b) “
P(X<2) = POv1v2) = P0)+P(1)+ P(2) o
P(X =36) = P(X < 3) F(o) = fF(x) dx ['Pe0 di = 4
P(X=4)=P(X =4)+P(X =5)+P(X =6) x-..58) J Y A
P(’I\_/X<3):F(2)—F((]) Pa<X)=1-F(a) P(X:.’B):U
P(1<X <3)=F(3)-F(1)
P(4 S X § 6) = P(X S 6) — P(X g 3) Wahrscheinlichkeit P aus PDF oder CDF bestimmen
— P(X <6)— (1- P(X > 4)) T @ e e
P((ANB)UC) = P(ANBNC) A 1 e ;if:’“'F““"
f(—3) =0 o.s ! o.c - {08 w4 Abkifeng
f(2.2) =0 E | ven Fl¥)
= 2 r q A é " ] = . 2 . ‘n* ‘: S

Erwartungswert E(X)

= arithmetisches Mittel / Mittelwert

E(X) =2xerP(X =x) - x
Stochastisch unabhangig:

E(X-Y) = EX) - E(Y)

Varianz V(X)

V(X) = Yrer P(X = x) - (x — E(X))*

Verschiebungssatz (gilt auch fiir stetige)

Ve = E(X?) — (EC0)* = O P(X = 1) - x3) — B

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik

Bestimme P aus CDF

P(z5 4 x435) = P(x£35)- P(x£25) = F(3.5)-F(25)

0.7 - 03 = 0%
Bestimme P aus PDF
P(z54x435) = [Ffr)& =06-05+62-035 -0.4
—— gttty
2.5 bis 3 2 kis 3.3
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Stetige Zufallsvariable

_fa@x—x%) 0<x<?2
@) = { 0 sonst

Besdimme die CDF.
F(K)sz(x)dx =1 => afoftch\c =1

2 [
)=
0

Beslimme Erwordunaswedt spwic \Jorianz.
s

= a ()(1— _7_)(3

2
3 = a=7

_ _3’ 1_13
F(K)—+K e

)= [ Fo« ds 2 [ 2 232 30)| =1
— = - = = = = —|=XK-—>x
E(# Lf X 7 de K o #\3 P . —
2 2
) = }.Jaax* dx = z(l;.ixs) =12
E() = 7),2 #2755/, T =
7 z
V() = EG) —E(x) = 72-1"= 0.
Bedingte Wahrscheinlichkeit
F (Frauen) M (Ménner) Summe
. 100 400 500
R (Rauchertin) P(FAR) = o | POMNR) =00 P(R) = 105
200 700 900
N (Nichtraucher/i AN) = —— N)=— =229
N (Nichtraucher/in) P(FnN) 1200 P(M N N) 1200 P(N) 7200
Summe P(F) = - P(M) = 20 P(2) =0 _y
)= 1200 M) = 1200 D = 1200

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, eine Raucherin anzutreffen?
P(FNR) = 100 /1400 = 1/14

Sie treffen eine Frau an. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie Raucherin?
P(R|F) = 100/300=1/3

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine Person, die raucht, ein Mann?
P(M|R) = 400/500 = 4/5

Ziehen nacheinander ohne zuriicklegen
Q={rrrrrrg,g,9.9b,bb} 1QI=13
P{rrg,9,b}) =6/13-5/12-4/11-3/10 - 3/9
Q={9999949rrrr} Q=10

P(g) = 6/10 =3/5, P(r)=4/10=2/5

2/5
1/3
2/3
5/8-3/8 3 /4
(e.28) (2.8 (ere) (grry  (rgg) (r.gr) (rrg) ()
P{g,0r})=3/5-5/9-1/2=1/6
Stochastische Unabhéngigkeit
v X [ 0 (schwarz) 1 (rot) P(Y =y)
0 (schwarz) 1/4 1/4 172
1 (rot) 1/4 1/4 1/2
P(X =x) 1/2 1/2 1
(Spalten- bzw.
Zeilensumme)

PX=xAY=y)=PX=x)-P(Y =v)

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN

Arbér Fazlija (fazi)

Statistik und Stochastik

Beispiele Wahrscheinlichkeit

Bsp. Zufallsvariable (stochastisch unabhangig)
Juy. 2wl Warel, A=6, FO1) = 5
> Zidam";. =2

p(-mel 6) = P(Ana) = P(H* P(A)
{6.¢}

P(auqu eme 6) = P(A): P(R) + P(I)P(A) =
{¢,8} v {c.6}

P(kaire 6) = P(A)- P(A) = 2=
{3.8}

2-P(4)-P(4) = 2

P(ui-\daluu ging 6) = P(E?) —> Kowplwmeniar
= 1= P(=0) = - Pine §) = 1= PA)-P(A) = 7
1- {le

P(hichstens e 6) = P(ov 1) = P(£1) = PQkeinc 6) + P(gemu eine 6)

{ai)v {4}~ fe6} = e(A)-e(A) + B(r)-B(R) + O(R)-B(A) =5,

P(Samme 11) = P(swad 6 odr g und 5) = P(5)-P(4) + P(6)- P(s) = L
§5,6) v {as) h

Multiplikationssatz P(A und B)

4-seitiger Wirfel und eine Miinze.

Was ist die Wahrsch. fiir eine ungerade Zahl und Kopf?
Qw=1{1,234} v={131}

Qu ={ Kopf, Zahl} Q«={Kopf}

Q=0Qw X Qu={0K), (2K), (3K), (4K), (1,2), (2,2), (3,2), 4,2) }
P(Ungerade und Kopf) = Qu/Qw - Qx/Qu = 2/4-1/2 = 2/8=1/4

Walrssheialichked fer mindistns eine sechs bei ¢ Wirel:
71— P(kine 6) = 1-F({7¢,¢,¢})
4
= 1- f(s_f = 7—(6_;) > 0.51¢

Wit Vithe unabhangiae paralligischolic Kownpan fn
wh 357 le\ob:g?&s, f:lqnwrl' g_:s System n..ifﬂ:imar
Zaversichlchhsid von wiehe ol 9%  (anf4?

Des Systen Prnkfimerky wronn wind. iy, Wempereake (onf4.

P(Spokem ok) = P(Koprreat d)) = 7= P(lompannt sghln) = 0.35
0.35 0.65

h

= 7-0463 2049 = n> 1030,65(0"’1) =[70¢.]
= n= 17
Komplementarereignis
Mindestens 3 Wirfel lang erscheint kein Kopf:
A={ZZZK, ZZ77ZK, ZZZ7ZK, ... }
mindestens - von Komplementéarereignis ausgehen:
A={K, ZK, ZZK}
P(A) = P(Q) - P(A) = 1-P(A)
= 1-[P(K) +P(ZK) +P(ZZK)] = 1-[1/2+1/4+1/81=1/8
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen (PMF von X)

Dichtefunktionen / Zahldichte P({w})

Fir Zufallsexperimente unabhangiger gleichartiger Ereignisse in einem
bestimmen Zeitfenster:

- gleichzeitiges Ziehen

- (nacheinander) Ziehen ohne Zuriicklegen
- (nacheinander) Ziehen mit Zuriicklegen

- Hypergeom. Vert.
- Hypergeom. Vert.
- Binomialverteiung

Ubersicht
Hypergeometrische Vert. Binomialverteilung Poissonverteilung
Dichtefunktion (M) N — M)

P . PX=x)= A
(Zahldichte) P(X=x) = X n—x n _ P(X = A
PMF) K= ™ (3)-p=-—py| PE=D =70

i n
Erwartungs-
wert Ty n-p A
Varianz M M_N-n
L 2 | n:p{l=p) A
Standardab-
weichung n‘ﬂ'(l_ﬁ).f\’—n mp-(1-p) Vi
N N N-1
Parameter n,N,M np A

Hypergeometrische Verteilung
Gleichzeitiges Ziehen oder (nacheinander) Ziehen ohne Zuriicklegen
X ~H(N,M,n)

N Gesamtanzahl Objekte

n Anzahl Experimente / Ziehungen bzw. Objekte in einer Strichprobe
N-M Anzahl andersartige Objekte

M Anzahl Merkmalstrager

X Anzahl Merkmalstréager in einer Strichprobe

Gleichzeitiges Ziehen (Reihenfolge spielt keine Rolle)

M N—-—M
. Kombinationen mit x-Merkmalstrager

P(X — x) — X n—x Kombinationen ohne Merkmalstrager
(N) Total Anzahl Kombinationen
n

(Nacheinander) Ziehen ohne Zuriicklegen (Reihenfolge beachten)

MPs (N Pln—z)

P(X =2z)=
;‘\TRJ
Erwartungswert und Varianz
— — | - = g B — 2y BT
u=EX)=n > c°=V(X)=n N(l N)N_1

g =S(X) =Jn-%(1—%)%

Approximation durch Binomialverteilung

rechnerisch einfacher

Wenn N =< ];—0 dann H(N,M,n) = B(n,%)

Bernoulliverteilung

Wenn Zufallsvariable nur zwei mégliche Werte annehmen kann.
p=PX=1) q=1-p=PX=0)
EX)=EX*) =p
VX)=pq=p-(1-p)

5(X) = \/pq

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik

Binomialverteilung

(Nacheinander) Ziehen mit Zuriicklegen (Reihenfolge beachten)
Bernoulliverteilung n-mal hintereinander. Wiederholungen sind stochastisch
unabhangig. X zahlt, wie oft das Ereignis 1 bei der n-fachen Wiederholung
eines Bernoulli-Experiments eintritt.

X ~ B(n, p) X=X;+ ..+ X, n=Anzahl Experimente
— _ (™. x . n-=x
P(X—x)—(x) p*-q
P(X <m)= (n) pteg"m "
=0 r
b .

Pla< X <b) = (m) -pT gt

n T

" P Wennp =g
p=EX)=np

a? =V(X) = npq
o =S5(X) = npq

Approximation an hypergeometrische Verteilung

Wenn N < % dann H(N,M,n) =~ B(n,%)

Approxiamtion durch Poissonverteilung

Wenn n = 50und p <0.1 dann B(n,p) = Poi(n - p)
Beispiele

Eive Monze wird Ver wal ?J,wnrﬁn.

(:) ;4’ Mﬂ“ﬁhh"”"”\
X sei Anzohl K:-F-F

vier Kopler in 3_°f
P(X= 3) = (:’);@ _ ;14; Guppen 2z leomabinipren,
oAb Binsmialveci lung :

= (1) P’ P

= ()@@ -5

P(10 < X < 15) = P(X < 15) — P(X < 9) = F(15) — F(9)

o~

lhcauam,‘- 2*:. 16
[Kombinationen wit

Vier Ml:nuk.

=¥t (200) - 0,06k - 0.94200-K % (.6169

Zahldichte (PMF)

Verteilungsfunktion (CDF)
012 o

X
°
s

x)

o

@

o
o

o
4

o
E
Wahrscheinlichkeit P(X<

Wahrscheinlichkeit P{X

e
5
o

o
=

5 10 15 20 3 0 33 40 00 25 50 75 100 125 150 175 200
Teffer X

=
S
o
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Poissonverteilung

Fur gleichartige unabhangige Ereignisse.

Durchschn. Anzahl Ereignisse pro Zeitintervall / raumlichen Bereich, z.B:
— Radioaktiver Zerfall von Atomen pro Sekunde

- Autounfall pro Wochenende

— Anzahl Lackfehler pro cm?

X ~ Poi(1)

Einheit von A muss evtl. angepasst werden, so dass ganzzahlig
Z.B: 0.05cm? > A=5. Aist somit als 1/100 cm? zu verstehen.

A Werte 0,1, 2, ... an

X

A
P(X=x) = Fe_’l

P(X <m)= e_)‘ZA'
i

u=EX)=41
gt =VX)=121
o=S(X)=+1

Approxiamtion an Binomialverteilung

Wenn n = 50und p < 0.1 dann B(n,p) = Poi(n * p)

Zahidichte (PMF)

025

A=2

=x)
°
g

Wahrscheinlichket P(X:
e

[ 6 8 i)

H
Anrufe X

Verteilung wird annahernd symmetrisch fir A = 10.

Beispiele Verteilung
{wiwiwis.sy  N=5, M=3,
Giﬂ,'ct,u.‘&;ﬂ 2i¢hen: = Hypergeometrische Verteilung X ~ H(5, 3, 2)

P(x=2) = Pms) = 7 (2)(3) = 2¢

Zichen wif Zaricklegen : - Binomialverteilung X ~ B(2, 3/5)
v

P(X=2) = Plwws V wsp V spn) # Ploims)
G053

Zurackleqen : > Hypergeometrische Verteilung X ~ H(5, 3, 2)

P(x=2) = Plums) = P(as) = Plsiw»)

N-M=2, n=3

= (0.432

Zithen ohne

1 D & @

§P3

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik

Auflésen nach n - Frage wie oft?

Wie oft muss mit zwei Wiirfeln gewiirfelt werden, um mit Wahrscheinlichkeit 0.9 oder mehr mindestens einmal
die Augensumme 12 zu erhalten? Vergleichen Sie die exakte Lésung mit der Abschitzung, die sich aus der
Poissonapproximation ergibt.

Zithtn wif zurichligen —> X~ B(n.p)
P = P(Angensumme 72) = -;—61 =
h = geachi

K = Anzahl Wirfe mif AMJW,W 12 bej n Wirfen
Exakh

X~ B(n.3;) 209

Es s mind cinimel gewir fdt ekt

P(X>70) zoa = 71— P(x=0) £ 04

> 1= (5) G (3]

n
= 71— 11 (%) <oy

7 =32
3 973

]

0.9

=2 02 gy (01) = T¢121 = n=6z

/}Etm)\\':m#t'm/)
X~ Foi (A)

71— P(x=0) 2 04

cppo
)\_-m.{:__- 36 n ¢
0!
> % <0l = & < a(01)

= 1= 704

[

= a2z -3 (o) = [gz61 => n= 463

Beispiele Normalverteilung

Anstatt 400 Rechnungsposten genau zu addieren, addiert eine Kauffrau diese nur auf ganze Franken gerundet. Wir
nehmen an, dass der Fehler pro Posten auf dem Intervall (—0.5;0.5] gleichverteilt ist. Wie gross ist dann

(approximativ) die Wahrscheinlichkeit, dass ihre Rechnung insgesamt um weniger als 10 Franken vom
tatsachlichen Wert abweicht?

X~ N(np, @)

E(S) = wp = 400 B(K) = #00. L:s =0
V&) = (o BCOY dx = [(x-of ds =
VSsm) = oo™ = 400-\J(X;) = 400 0,083 =

=[0.083 = 0.2487

P(lusl< 10) = Z'¢(%)—7 -

0.45¢% (intrpsliert)

0.5
7

a _ —
3z X = 0.08z2

-05
333

0.416&

Eine faire Miinze wird 1000 Mal geworfen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass 540 Mal Zahl geworfen
wird. Approximieren Sie dann diese Wahrscheinlichkeit mit Hilfe einer geeigneten Normalverteilung.

X = Anzahl 2ahl p=q= ia
Exabt mit Bihdhd!?/w/fci(unj:

1000
P(X=5%0) = (1;::)(4{) Pyimo.oa-t

n= 7000

Arpmxiwnh‘oh wit  Movmedvedefun
)(N M(/A:'_V\F/ 6:.,_'\7;1-) = N(}A:S’Uﬂ, d= 15’&’11?)

1 (sqa-soo)z
"z 11
e Z\15411% ) _

[z - 15411¢

P(X=5¢%) =

0.001

9/12



Normalverteilung PMF f(x)

Dichtefunktion flr Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Auch Gauss-Verteilung genannt.

X ~ N(u; 0)

w = Erwartungswert (= Kurvenhéhepunkt) (mui)
o = Standardabweichung (sigma)

PX=x)=

Varianz

no€ERo>0

1
Puo(x) = N

b
0-2 = / (33 — ”)2 daj Siehe Stetige Zufallsvariable X
a

Standardnormalverteilung

N(O; 1) = p(x) =

Eigenschaften

1
—=X

l\J|D—\
S

- Wendepunkte -0 und pu+0o E(X) =u
— Symmetrisch 2
- Normiert, d.h. f Pus(x)dx =1 V(X) =0

Bei einer Zufallsvariable X, die der Normalverteilung N (y; o) folgt, liegen
« ca. 68 % der beobachteten Werte zwischen y — o und u + o,

o ca. 95 % der beobachteten Werte zwischen u — 20 und u + 20,

e ca. 99.7 % der beobachteten Werte zwischen x#—30 und u+30.

P(u—3c <X <u+30)

Kumulative Verteilfunktion CDF ®(x) F(x)

Kann nicht auf elementare Weise berechnet werden
- Ablesen von Tabelle (Papula S. 514)

Buo) = PX <) = [ goere

Standardisierung (Z-Score, Standard score)

Wenn eine beliebige Normalverteilung vorliegt muss standardisiert werden.
X—u
g

Eigenschaften (ohne Standardisierung)

P(X <c) =¢(c)

U=

P(X < —c)=1-¢(c)
P(X>c)=1-P(X <c)=1-¢(c)
¢(b) — ¢(a)
= ¢(b) — (1 - ¢(a))
Plu—c<X<ptc) = P(X —p[<c)

= 2:4pto-1 =

Pla< X <b) =
P(-a< X <b)

1-2-¢(p—c)
Standardisieren
X—p

() )

- <u<l)
a

P(nggb)zp(“_'ug
a
Plpu—c<X<pu+c :P(
(&
=2:4(,) -1 =

P(U[<e) =2-¢(¢) -1 =

C‘ll“J

P(-e<U<e) =

Bsp. mit N(u =3, 0 =2)
P(126 < X <5.12) = P(126 JUEELS 3)
= ¢(1.06) — (1 — $(0.87))

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik

Interpolieren

Wenn Grenze mehr als zwei Nachkommastellen hat - linear interpolieren:

#(0.04) —¢(0.03)
0.01

P(X <£0.037) =¢(0.03)+0.007 -

Stetigskeitskorrektur bei diskreten Werten!

Keine Stetigskeitskorrektur nétig wenn x-Werte bereits stetig sind.

Pla<X <b)=Pla—05<X <b+0.5)
Pla<X <b)=Pla+05<X <b-0.5)
012 7,_ 1’:::;mgkarskmemf P(X Z a) - P(X Z a + 0-5)

e it Stetigheitskomekiur

5 8 10 12 14 1 1 220 22

Zentraler Grenzwertsatz

Wenn alle Zufallsvariablen X; identisch verteilt und stochastisch unabhangig
sind (und denselben Erwartungswert und dieselben Varianz haben).

Verteilfunktion F(x) der standardisierten Zufallsvariable
Wenn die Summe aller X; gefragt ist:

X ~ N(np,/n-o=vno?) U= (X1+X2:%':X”) s
E(Sn) = E(X1+... +Xn) S E(X1)+---+E(X-n) =n-u

V(Sy) = V(Xy+...+X,) = VX)+...+V(X,) =n-q?

Wenn das Mittel X aller X; gefragt ist:

ag
X~N(, =1/
(1 /i )

- 1 1
E(X,) = E(E [Xi+...+X,]) = - [E(X))+...+E(X)]

2
V() = VE Xyt X)) = S VXD +. +V (X)) =L
Bsp. nach n auflésen
M=0, 6=4 X~ M(o, %) gesweht st
z 0.95
2 ¢'(+)—7 > 045 = ¢($)>L
I Id .
0.175 0.175
rtvé&”e, — 7.4¢
2
F 7219 = nz[1s31 = n=1
[

Approximation an Binomialverteilung

Wenn npq > 9. X ist ndherungsweise normalverteilt mit:

p=np o*=npq o=1/npq

\ 1 1
P@<X<b)= ) PX=x) = $uo(b+5) ~ duala—3)

PX=x)= (p,u,a(x)

Approximation an Poissonverteilung

Wenn A gross genug ist. X ist ndherungsweise normalverteilt mit :
u=A a2=1 o=4/1
Gleiche Formeln
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Lineare Regression

Methode der kleinsten Quadrate (KQM).
Die Regressionsgerade verlduft immer durch Schwerpunkt (x, y).
Anwendung: Prognose (Erklarung) von Merkmal Y durch Merkmal X.

Steigung
o S moxy  HED Sy )
Sz x?-x? Ylzi-z) S (z; — )2
n

§,, = Kovarianz (empirisch), $2 = Varianz (empirisch)

Residuen

€& =Y — ¥

y-Achsenabschnitt

d=y—mx

Residualvarianz (minimale) Prognostizierte y-Werte §

2 2 §xy2 = Punkte auf der Regressionslinie g(x)
§ = § - a0 —
A Yi=9)=mx; +d

Prognostizierte (erklédrte) Varianz

1v 1w 5.2
= 2 o = = ~ X
Sy~ = ;z(yf -y?= ;Z(mxx +d-7)? =m?§,°* = —= yz

i=1 i=1 x

Arithmetische Mittelwerte

n n
1 gy
=Rl A =5 )
1 =1

i=

(Gesamt-)Varianz (x oder y)

P:m
n
Il
S
gk
~
&
|
=
Il
N
S|
i B
=
S o7
|
=l
iV
=i

Kovarianz
n n
. 1 1 o - — - -
SxyZEZ(xi_I)(yi_y)z Hzxm —Xy = xy—x-y
=1 i

Bestimmtheitsmass R?

Beurteilt die globale Anpassungsglite einer Regression: [0, 1].
0 = schlecht, 1= perfekt (alle Datenpaare liegen auf der Regressionslinie)

oSS st (@m-Ty)t
ST s @) -y) T

R? stimmt Uberein mit dem Quadrat des Korrelations-Koeffizienten r,,
(nach Bravais-Pearson).

Interpretation
R? = Prozentmass. R? = 0.75 ist 1.5-mal so gut wie R? = 0.5.
Die x/y-Beziehung weist eine R?(= Prozent) Variation auf. Oder:

R? (= Prozent) der Gesamtvarianz in den y-Daten kann
durch die Regressionsgerade erklart werden

Nichtlineare Regression

Ausgangsfunktion Transformation
y=q-x™ log(y) = log(q) + m - log(x)
y=q-m” log(y) = log(q) + log(m) - x

y=q:em* In(y) =In(g) + m- x
1 1
y—m V=g+m-x; V=;
y=qg+m-In(x) y=q+m-U; U=In(x)
1 1
I= log (;) = log(q) +log(m) - x
q=d
Vorgehen

1. y-Werte logarithmieren: log(y:) oder In(y;)

2. m und d berechnen (mit neuen logarithmierten y-Werten)
3. m und d Rucktransformieren: 10™ und 10? resp. e™ und e?
4. Ricktransformierte m und d in Ausgangsfunktion einsetzen

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik

Beispiele nichtlineare Regression

y=d o

Ky =70.7063, x*=12.4
K=84, 3= 1045

- 70'-”'?1 Rictbransleimalion

X 2 5 § 12 1%
legy 06 03 77 13 73

Xy — X9

m= LT = 00757 = 218
X"~k 04715

— _ o

d = T -wm¥ = 7.0845- 0073744 = 04705 => z.9543
X

v = 2.9543 - 116
T-300 = C- o = d-wm* = lan(T"!OU) = 1(3(0{)4»[03(1«4)‘)(
t 5 10 15 20 30
C 720 340 430 360 3§
yi= n(T-300) = 67, 55, 44, £t, 34

320, 540, ..

Xy=704, X=16, ¥ =330, T= la(y-300) = +87
—0.049%

e

= 049057

m= —— = —0.011%

§96

d = n(y=300) — mX = 4.87 — (-0.0012) - 76 = 6.4 => 437 0¢

T = ol- m*¢300 = £39.06- 0.9051" + 200

Mehrere Variablen

Prognostizierte y-Werte §
= Punkte auf der Regressionslinie g(x).

1 oy ... o
g(:c) =Bo+ frzr+ ...+ Buzy — A= 1 I»ﬂ o
1 zn ... Tin
1 x, 1
g(z) = pizi+ ...+ fan +Boit — A= o Iz
i Zin 1

Normalengleichung
p sind die Koeffizienten. B

XTxp=XTy p=&"X)' X"y p=

Wegen der orthogonalen Zerlegung
gilt die Quadratsummenzerlegung:

' = (Xp)’+¢
y =1 (Xp)?+é€

More on the Normal equation in the appendix.

Residualvektor

e=y—Xp

Preis soll durch den Jahrgang und den Kilometerstand modelliert werden.

28500 2017 28100 1
28500 2017 28100 a
31500 2019 28200 y=(31§00) x—(20519 28%00 1) p=(?)
22500 2016 8400 22500 2016 84000 1
p = np.linalg.inv(X.T @ X) @ X.T @ y
# oder

p = np.linalg.solve(X, y)
Preis = a * Jahrgang + b * Kilometerbestand + c

Interpretaion der Steigung einer linearen Regression:

Die Zunahme von x um 1 Einheit bedeutet die Zunahme (oder Abnahme)
um m (Steigung) Einheiten von y.
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Parameterschatzung und Vertrauensintervall

Deskriptiven Statistik: Werte einer Stichprobe/Grundgesamtheit
Ubersichtlich darstellen - Tabellen/Graphiken

Schliessenden Statistik: Versucht Aussagen
Uber die Grundgesamtheit zu machen.

Schitzfunktion © = g(X;, X5, ..., X))

Parameter 0 = wahrer Wert: kann Mittelwert, Median,
relative Haufigkeit, Standardabweichung, etc., sein.

0 soll geschatzt werden.

Schitzwert 8 = g(x1, X5, ..., X,) WL

03 6 = wahrer Wert
Kriterien
Erwartungstreu: E(@)=6 bzw. E(X) = E(X;)) =
Effizienz: V(O < V(B) VX) nee
Konsistenz: E©) = 8und V(®) = 0 firn — © bzw. V(X) = T‘—m

A

A: Erwartungstreu und effizienter als B
B: Erwartungstreu und weniger effizient als A
C: Nicht erwartungstreu

E©) =B (3 (1 + X+ X)) = 5+ (B + EG) + (X)) =5+ (w4 ) = o

V(@) =V (% X, + X, +x3)) =S VUG + X+ X3) =5 (VD) + V() + V(X))

_1 2 2 2y _ 2
=3 (6 +0%+0°%) = 3

Wahl der Verteilung ¥
Siehe Tablelle unten.

Normalverteilten Grundgesamtheit:
- Vertrauensintervall fir den Erwartungswert u:
- Varianz g2 unbekannt und n = 30 - t-Verteilung
- Varianz ¢? bekannt & Standardnormalverteilung
- Vertrauensintervall fir die Varianz o? & Chi-Quadrat-Verteilung
Bernoulli-Verteilte Grundgesamtheit:
- Vertrauensintervall fir den Anteilswert p mit ng(1-p) >9
- Standardnormalverteilung

Vertrauensintervall [c,, ]

f = wahrer Wert
} }
Cy Co

P(GUSGSOU)=Y

P(i-espsi+e)=y PUR-ul<e)=y P(|U|s e )=y
a/\/ﬁ

e ist gesucht.

Y = Vertrauensniveau: 0.90, 0.95 oder 0.99 (%)
o = Irrtumswahscheinlichkeit: « =1 -y

Bedeutung: y (Prozent) der Stichproben liegen innerhalb des Intervals.

Beantwortet die Fragestellung: Wie gut ist eine Schitzung?

— Vertrauensintervall grosser > Genauigkeit kleiner.

- Vertrauensniveau Yy (= Sicherheit) grosser - Vertrauensintervall grésser.
n (Stichprobengrosse) grosser - Vetrauensintervall kirzer.

Varianz der Grundgesamtheit bekannt - Vertrauensintervall kleiner.

- Grenzen des Vertrauensintervall liegen symmetrisch um X.

Vertrauensintervall bestimmen
Fehlt die Varianz der Grundgesamtheit, nimmt man die
Varianz der Stichprobe (falls bekannt) = Approximation

n=10, ¥=40z, =16, y=o4q
P(R-e £ 0<% K+e) = 09 = P(’x;el- %) =01
[cy )
Hi — l;—l/or#ailmn\tj Tabelly
T R
< 16

W)
i

c-ﬁ = 3,25 ~§:—4-.777

99, — Vertranensiqderva lf (':;/\,,,: [:?-z,/ i‘+e] Lzm[@,ﬂeﬂ] = B;’H’—M

f=0*— Chi- G{uqurq{-duh,ilunj

f=n-1 =19, f"'z,’_;[:()'oasl L;"—;X:o_qqg
bel Tabelly
= 2(pP) 2973, com 2 (o )= 23 g
z z
gmzwzgﬂo, 90=M_—_6’324'
Cz Cq

19, Verhranensinkesa ] fir 0%+ [B,60] = [€10, #5247

g (4) zugehdrige @ .
(1) Verteilung de.r (2) (3) Schiitzfunktionen Stanilaet ol ) Ye.rtellung lll.ld (?) Zufallsvariablen
Grundgesamtheit | Param. Zufallsvariable bendtigte Quantile fiir Intervallgrenzen
Normalverteilung 1 % Standardnormalverteilung 0, =X—-c- 2
1 |(varianz o2 i X==. in i [ (Tabelle 2) . i \/JH
bekannt) B i—1 U/\/E C=1U,mitp = Ty B, =X+c ﬁ
Normalverteilung 1w s
(Varianz o? unbe- X= o Z X; B I-Yel:teilung (Tabelle 4) 0, =X-c- \/__
2 |kannt und n < 30; U =t =— mit f=n-1 . Sn
sonst Fall 1 mit s als 2 — 1 Z(X' - X)? S/Nn € =t mitp = Ty O,=X+c-—
Schitzwert fiir o) n—1 4 - g Vn
i=
n
¥ = 1 Z X, Chi-Quadrat-Verteilung (n—1)- 52
“n L 52 (Tabelle 3) mit f =n— 1 0, = Er—
i v 2 i=1 _ ) 1= 2
3 |Normalverteilung o 2 " n i Z=Mn-1) 72 |61 T Zpyn Mitpy = Ty n—1).-52
= . ;. — - 1+ =
S n—1 Z(XL 2 C2 = Z(p,;ry MUt Py = Ty ¢ Cq
i=1
Bernoulli- L
Verteilung X==-)X =p X—p Standardnormalverteilung | 8, =
4 | Anteilsschitzung p R U = ————— |(ndherungsweise), Tabelle 2
(mit np(1 - p) >9) X; 0/1-wertig mit VPA =D/ (¢ =y, mitq = HTY
PXi=1)=p 6, =
5 |beliebig mit n > 30 | u,o? wie im Fall 1 (gegebenenfalls mit § als Schatzwert fiir ¢ ) bzw. im Fall 3

Fehlt die Varianz der Grundgesamtheit, nimmt man die Varianz der Stichprobe (falls bekannt) = Approximation

Dominique Schmitz, IT22tb_WIN Arbér Fazlija (fazi) Statistik und Stochastik
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Tabelle 1: CDF ®(u) der Standardnormalverteilung

PU <u)=0(u)

P(U >u)=1-D(u)

Tabelle 2: Quantile der Standardnormalverteilung

p: vorgegebene
Wabhrscheinlichkeit
u,: zur Wahrscheinlichkeit p
gehoriges Quantil
p u, p u,
0.90 1.282 0.10 -1.282
0.95 1.645 0.05 -1.645
0.975 1.960 0.025 -1.960
0.99 2.326 0.01 -2.326
0.995 2.576 0.005 -2.576
0.999 3.090 0.001 -3.090

g
v P(-u<U <) =2-®(u)-1
B O(—u) =1-D(u)

u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 | 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 | 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 | 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 | 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 | 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823  0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 | 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 | 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 | 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
13 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 | 0.9115 0.9131 0.9147 09162 0.9177
14 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 | 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 | 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 09554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 | 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 09641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 | 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
19 | 09713 09719 09726 09732 09738 | 0.9744 09750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 | 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 | 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887  0.9890
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 | 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 | 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 | 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 | 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 | 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 | 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 | 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 09993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 | 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 | 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 | 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 | 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
3.5 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998
3.6 | 0.9998 0.9998 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
3.7 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999  0.9999
3.8 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 | 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999
3.9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000




Tabelle 3: Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung

Tabelle 4: Quantile der t-Verteilung von «Student»

y p: vorgegebene
Wahrscheinlichkeit
F(zpp) =p X Zppyt UM Wahrscheinlichkeit p
or gehoriges Quantil bei f
" Freiheitsgraden
p

f | 0oos 001 0025 005 0.1 0.9 095 0975 099 0.995
1 | 0ooo 0000 0001 0004 0016 | 271 384 502 663  7.88
2 | 0010 0020 0051 0103 0211 | 461 599 738 921  10.60
3 | 0072 0115 0216 0352 0584 | 625 781 935 1134 12.84
4 | 0207 0297 048 0711 1064 | 778 949 11.14 1328 14.86
5 | 041 055 083 115 161 | 924 11.07 12.83 1509 16.75
6 | 068 087 124 164 220 | 1064 1259 1445 16.81 18.55
7 | 099 124 169 217 283 | 12.02 1407 1601 1848 20.28
8 | 134 165 218 273 349 | 1336 1551 1753 20.09 21.95
9 | 173 209 270 333  4.17 | 1468 1692 19.02 21.67 23.59
10 | 216 256 325 394 487 | 1599 1831 2048 2321 25.19
11 | 260 305 382 457 558 | 1728 19.68 21.92 2472 26.76
12 | 307 357 440 523 630 | 1855 21.03 23.34 2622 28.30
13 | 357 411 501 589  7.04 | 19.81 2236 2474 27.69 29.82
14 | 407 466 563 657 779 | 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32
15 | 460 523 626 7.6 855 | 2231 2500 2749 30.58 32.80
16 | 514 581 691 796 931 | 2354 2630 28.85 32.00 34.27
17 | 570 641 756 867 10.09 | 2477 2759 30.19 3341 35.72
18 | 626 701 823 939 10.86 | 2599 28.87 3153 34.81 37.16
19 | 684 763 891 1012 1165 | 2720 30.14 32.85 36.19 38.58
20| 743 826 959 10.85 12.44 | 2841 3141 3417 3757 40.00
2| 86 9.5 110 123 140 | 308 339 368 403 4238
24 | 9.9 109 124 138 157 | 332 364 394 430 456
26 | 112 122 138 154 173 | 356 389 419 456 483
28 | 125 136 153 169 189 | 379 413 445 483 510
30| 138 150 168 185 206 | 403 438 470 509  53.7
40 | 207 222 244 265 291 | 518 558 593 637 668
50 | 280 297 324 348 377 | 632 675 714 762 795
60 | 355 375 405 432 465 | 744 791 833 834 920
70 | 433 454 488 517 553 | 8.5 905 950 1004 104.2
80 | 512 535 572 604 643 | 966 1019 1066 1123 116.3
90 | 592 618 656 69.1 733 | 1076 113.1 1181 1241 1283
00| 673 701 742 779 824 | 1185 1243 1296 1358  140.2

y p: vorgegebene
Wabhrscheinlichkeit
) =1 t,.p): zur Wahrscheinlichkeit p
_ gehoriges Quantil bei f
fwp) Freiheitsgraden
P foepepy =—1
f 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 (=psf) (Pif)
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 1.886 2.920 4303 6.965 9.925
3 1.638 2.353 3.182 4541 5.841
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 | 1372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 | 1363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 | 1356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 | 1345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 | 1341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 | 1337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 | 1333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 | 1330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 | 1328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 | 1325 1.725 2.086 2.528 2.845
22| 1321 1.717 2.074 2.508 2.819
24 | 1318 1.711 2.064 2.492 2.797
26 | 1315 1.706 2.056 2.479 2.779
28 | 1313 1.701 2.048 2.467 2.763
30 | 1310 1.697 2.042 2.457 2.750
40 | 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704
50 | 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678
60 | 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626
200| 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601
500 | 1.283 1.648 1.965 2.334 2.586
oo 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576




