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Dynamik Translation

Dynamik (Teilgebiet der Mechanik) beschreibt die Bewegung
von Kérpern in ihrer Abhangigkeit von den einwirkenden Kraften.

Freiheitsgrade

Ein 3-dimensionaler starrer Kérper hat 6 Freiheitsgrade:
3 Translationen entlang X, y, z und 3 Rotation um die Koérperachsen.

Kraft (Force)

A push or pull on an object.
- L F: Kraftin Newton [N]
F = M@ ™ Masseinkg

- . . om
d: Beschleunigung in 1

2

N = kgﬂ2 =kg-ms * = i m: Meter
s m

F(kg+5)=m(kg) xa(3)

Grundgesetze der Bewegung (Newtonsche Mechanik)

Newton’sche Axiome

1. Tragheitsgesetz: Ohne dussere Krafte bleibt der Impuls erhalten.
Hat nur in Inertialsystemen Giiltigkeit. Ein Inertialsystem ist ein Bezugs-
system, in dem ein Kérper ohne auBere Kréafte in Ruhe bleibt oder sich
geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.
-> Keine Beschleunigung oder Rotation des Bezugssystems.

2. Bewegungsgesetz (Impulsidnderung):
- d d

= —p=—mi =m-—7 =m =m
at’ T at dt g
3. Wechselwirkungsgesetz: A
Actio = Reactio Fy = —Fp u Tu-:-
Kréafte treten immer paarweise auf. e

4, Krafte sind Vektoren und addieren sich vektoriell.
Krafte lassen sich immer in ihre Komponenten zerlegen

Diese Bewegungsgesetze gelten analog fir die Rotation.

Kraft F [N] und Arbeit W [J]

Kraft (Force) F [Newton N]
Krafte beschleunigen Masse. Krafte sind Vektoren.

Ein Newton ist die GroBe der Kraft F, die aufgebracht werden muss,
um einen ruhenden Koérper der Masse 1kg in einer Sekunde
gleichférmig auf die Geschwindigkeit 1 ms- zu beschleunigen.

d d il ms™! _m

F = —f = —F-kqg = ko— = k = .
dsp dsrU g gs gs < s

Newton N ist eine zusammensetzte Grosse und keine SI-Grundeinheit.

Arbeit W und Energie E [Joules J]
Eine Kraft F wirkt Uber eine Distanz.

Das Joule (Skalar) ist die Arbeit, die verrichtet wird, wenn die
Kraft von 1 Newton liber eine Strecke von 1 Meter ausgelbt wird.
2

J = kgm—2 = Nm = Kraft N-Wegm
s
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Kinematik Translation

Kinematik (Teilgebiet der Mechanik*) beschreibt die Bewegung
von Korpern rein geometrisch mit den Gréssen
Ort, Zeit, Geschwindigkeit und Beschleunigung.

* Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung und Verformung von Kérpern
sowie den dabei wirkenden Kréaften.

Die Bewegung eines Korpers ist vollstandig beschrieben durch:
- seinen Ortr,

- seine Geschwindigkeit v, und

— seine Beschleunigung a

Acceleration (Beschleunigung) [m/s?]
Acceleration = Rate of change of velocity over time.

d 4 F()
t) msY = — = — t) Ims? = —= =
alt) ) = Zo(®) = Jpa(t)  al®) e g
v v? 2s
a= ? a= E a= t_z
Velocity (Geschwindigkeit) [m/s']
o(t) [ms™] = /a(t) dt = %w(t) v=at v=vZas v=273

Schnelligkeit = Absolute Geschwindigkeit |#| = / vZ + vl + v}

Position (Ort) [m]
/’(t({) ri[) + v u'i) +z0= / / a(t) dt dt + vot + xo

a(0) = [ o(nde = (/m (u) . (/
2

S =

Y

<
=+
<

bei konstater Beschleunigung

s =—at?
2

Numerische Integration

s=—

[\ S}
[\l

a

Riemann Sum: Approximation of an integral

N N
[r@a = Sri)a, « 253 (4= (00 +a)
i=1 i=1
x;, = till(bfa)Jra A= bgja

Schiefer Wurf

Allgemeine Lésungen: mit Anfangsbedingungen:

Gy=9g= (—9(.)51) m/s?

o [€0s(do)
Vo = vl (sin(tbg))

ox = |vp|cos(a)

d(t) = dy = g = const.
v(t) = f&o dt = dgt + v,

1
7(t) = fﬁ (t)dt = antz + Dot + 7

voy = lvglsina)

_ . _ T . _ (X0

rx(t) =Vt 2t = Vox To = (yo)

1 2
n(t) = —Egt + vyt

2

1 Ty T 1lyg Voy
) = —sg|—) tvpy— = —55 17 + —-n,
y(x) Zg(v(]x) o Vox Zvczlx * Vox *

Maximale Hohe: Wenn v sin(a)t — %grtz +yo Maximum erreicht = ableiten

_ va(sin(a))?

w(©) = -gt+vpsin@=0 Se=2205y 2 4y
Flugzeit t bis Aufprall berechen - Mitternachtsformel
y(t) =0 = vysin(a)t — %gtz + Xmax = Vg cos(a)t
Bei welchemr,istr,=0? = 7,(1) = 0
2
Ty = —VgyV, = —|v,| %sin(2
X g oxVoy gIUOI sm( a)
Kinematik am Kreis
y
=« 13 (cos(wt) e, 2w o
R(t) = |R| (sin(wt) ) o(t) = wt = T t T = Periode
T —sin(mt))
v(e) = |R|m( cos(wt)
X

d > —cos(wt) at)
sy = L = (B]o? ( : )
i dt (v(t)) | |w —sin(wt)
Zentripetalbeschleunigung: |a| = |R|w?

Die Beschleunigung a zeigt in die Gegenrichtung des Radius.
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Kréafte andern den Impuls eines Korpers: Eine Kraft F ist eine dussere
vektorielle Einwirkung auf einen Kérper, infolge dessen sich die
Geschwindigkeit bzw. der Impuls des Korpers andert.

Krafte zeigen immer weg vom Korper, bzw. Krafte ziehen.

Konstante Geschwindigkeit = Keine Beschleunigung = Die Summe aller
Kréafte ist Null.

d m

F = Ep = kgs—g = kg-a=N

Vier fundamentale Krifte (Wechselwirkungen)

- Gravitation: Anziehung zwischen zwei Massen
Schwach im Vergleich zu elektromagnetischen Kraften
- Elektromagnetische Kraft: z.B. Lorentzkraft.
Alle Formen von Reibung = Bindungskrafte zwischen Atomen
- Starke Kernkraft: Halt Atomkern zusammen
- Schwache Kraft: Radioaktiver Beta-Zerfall

Gravitationsgesetz m, m,
F.o=G mym; G: Gravitationskonstante é» fe
G — R2 G = 667E—11m3/(kgs?)
R
—
Mmymg

G

) M
RZ ams > As= R2

Elektromagnetische Kraft

Coulombgesetz: Kraft zwischen zwei Ladungen.

_ 1 qiq; .= Seillunf
¢~ 2 F. = Coulowb ot
4meg R F, = Grvitation

&,: Feldkonstante
g, = 8854 F — 12 As/(Vm)

—> E{+FC"F6 =0

m, m

¢ é g/

q, q,

R

Federkrafte

Federkrafte sind elektrostatische Krafte.

Lineare Feder (Hookesches Gesetz)

F(t) = —k#(t)

Stoss und Impuls

Bei einem Stoss wird Impuls ausgetauscht. Mit Impulserhaltung und
Energieerhaltung kann man komplizierte Stossprozesse mit einer
einfachen Vorher-Nachher Analyse untersuchen.

Impulserhaltung: Gesamtimpuls eines mechanisch abgeschlossenen
Systems ist konstant.

Impuls (Bewegungsgrosse)

Impuls (engl. Momentum). Umgangsprachlich Schwung.
Eine dussere Kraft (Beschleunigung) andert den Impuls.

—_ —y m

p = m-uv = kg— = Ns
S

Kraftstoss (= Impulsédnderung)

Eine dussere Kraft andert den Impuls.
u= v = vnach dem Stoss

Ap=m-Av=m- (v —v) = F-At = F:%
ty
. o = d., d
Ap(t)sz(t)-dt = F = ap— amv
ty

Elastischer Stoss

Beim elastischen Stoss kommen nur konservative Krafte vor
(keine Deformation, keine Warmeentwicklung).
Die kinetischen (mechanische) Energie bleibt erhalten - Energieerhaltung

Die Geschwindigkeiten der beiden Kérper werden an der
Schwerpunktgeschwindigkeit gespiegelt:

vy

__mqvg +my v,

m vspt -

at

mq+msy

v, | ——

Verhaltnis der Massen zu Verhaltnis Awv:

Uz — Uy

m; A'Ul uy —v

Kann zur Berechnung der einzelnen Variablen verwendet werden wenn
keine kinterische Energie im System ist und nur die Impulserhaltung
berlcksichtigt werden muss (z.B. Wurf aus dem Stillstand).

Stossformel (fiir vollstandige Impuls- und Energieerhaltung)

7 | X -
P i
k: Federkonstante ‘ -
in Einheit Newton/Meter = N/m , m

AF
Federkonstante k = ‘—
Ax

x = Auslenkung (displacement)

Beschleunigung
Die Beschleunigung ist proportional zu x.

L PO k. d%()

a(t) = T = —;x(t) = e

Position k
x(t) = xqcos(wt) Kreisfrequenz @ = —~

Spannenergie
Energie wandelt sich statig von Spannenergie (potentielle Energie)
zu kinetische Energie und wieder zu Spannenergieum.

| g 1 1 F?
0 - _ 2 2 2
Z— l Espann—ik(B -4 )zikm :%
.
A "B
2E kB?
Eyin(x = 0) = Egpann(x = B) = %kBZ = %mvz v= o= [

k = Federkonstante [N/m]

' my — MMy 2m2 ’ 2m1

v =0

my — My
= Uy +”Ul
m1+m2

(%]
my + me my + Mo my + my

Die Stossformel sind aus der Formel der Impuls- und Energieerhaltung und
der Relativgeschwindigkeits-Beziehung abgeleitet.

Die relativ Geschwindigkeitsdifferenzen kehren sich bei der Spiegelung um:
’U’l — 'Ué =V2 — U
Impulserhaltung

Ohne aussere Kraft bleibt der Impuls erhalten.
Stossen Korper miteinander, bleibt der Impuls erhalten.

Ap; + Ap, =0 Apy; = —4p,
my - Avy +my - Avy =0 miAv; = —maAvs
my(v] — v1) + ma(vh —v3) =0 my - (v] —v1) = —my - (vy — v2)
Impulsbilanz
Vor dem Stoss = nach dem Stoch
/ /
D1 +Pp2=p; + P

! !
miv1 + Mo = MU; + Mavy

Energieerhaltung
Zweite Gleichung zur Berechnung der zwei Unbekannten ui und u-.

Eriny = Exinu
2 2
[ + P2
2mq 2m,

2
P2

2m,

2
_ b1

- 2mq
1 1 1 1
Smyvf +omavi = Smyud +-omauj
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Inelastischer Stoss

Beim inelastischen Stoss kommen nicht-
konservative Krafte vor (Verformung,

Warmeentwicklung etc.). Es geht Energie
aus dem mechanischen System verloren.

Vspe U =Up=Vep

Beim inelastischen Stoss fahren
beide Kérper nach dem Stoss mit der
Geschwindigkeit des gemeinsamen
Schwerpunkts weiter.

Mechanische Energie geht verloren
Mechanische Energie wird in Deformation, Schall, Warme umgesetzt.
Impuls bleibt aber erhalten.
Nach dem unelastischen Stoss bewegen sich die Kérper gemeinsam mit
o = My + Mavs

my + ma

Kinetische Energie vor dem Stoss Kinetische Energie nach dem Stoss

2

1 1
2 2
Ekin, vorher = M1V + M2¥3

1
Ekin, nachher = E(ml + ’ﬂ'Lg)’U’

2 2
Beispiel Rakete
P — Massenstrohm
Urel = Vyugete — Vireivstors q ) o
Ve Relativgeschwindigkeit
v
dm rokets/
Fschub = E *Urel = (- VUrel
Keine dussere Kraft: Ap = 0
q  Urel
(=1
m(t)

g
/ ’me‘,mm;;

Mit Gravitationskraft: Ap = Fu =m - g

_ 4 Urel
a(t) = ) Y

Reibungs- und Gleitkrafte

Reibung zeigt immer entgegen der Geschwindigkeit.

Aussere Reibung (Trockene Reibung)
Zwischen den Kontaktflachen von sich beriihrenden Festkorpern:

- Haftreibung
- Gleitreibung
- Rollreibung, Walzreibung, Bohrreibung, Seilreibung

Innere Reibung (Viskose Reibung)
Zwischen benachbarten Teilchen bei Verformungsvorgangen innerhalb von
Festkorpern, Flussigkeiten und Gasen: Laminar oder Turbulent.

Trockene Reibung
Normalkraft (schiefe Ebene):
Fy=m-g-cos(a)

Trockene Reibung ist betragsméssig proportional zur Normalkraft.
Zeigt immer entgegen der Zugkraft oder der Geschwindigkeit

|]-_7)'R| = .u|ﬁ'N| U Reibungskoeffizient
Fp=p-m-g-cos(a)-(—€,)

Reibungskraft ist unabhangig von Geschwindigkeit v.

Reibarbeit

Euerlust:FRA.T =M-FN-Ax J FR:MN

Az
Komplizierter Ubergang vom Haften zum Gleiten

Widerstandskraft
4 «—————— Max. Haftreibungskraft
l\‘ € Gleitreibungskraft
V4
Haften Gleiten

Zeit

=

Haftreibung (Statische Reibung)
Verhindert, dass ein Objekt zu gleiten beginnt.
Wirkt, wenn zwei Korper aufeinander liegen und sich nicht bewegen (= haften).

Haftreibung ist variabel und gleicht dussere
Kraft aus bis zu einem Maximalwert:

|Friape| < ufy
Fe¢ - -
FHaft = lext

Kondition, damit ein Objekt nicht in Bewegung
versetzt wird und damit Haftreibung wirkt:

Zugkraft Fee < ,uﬁN
Gleitreibung (Kinetische Reibung)

Wirkt, wenn ein Objekt Gber eine Oberflache gleitet.
Gleitreibung tritt ein, sobald sich das Objekt bewegt.

Die Gleitreibungskraft ist konstant und
immer entgegen v gerichtet:

> -
Feleit = UgreitFn

Fprems =m-a
Fr = Ugieit * Fy = Ugleie -m - g

a = Ugreit - 9

Kondition flr Gleitreibung: Kraft oder Beschleunigung, die es benétigt,
um ein Objekt in Bewegung zu versetzen.

FZug > HH Fn

a>pg-g
Bremsweg und Gleitreibungskoeffizient berechnen:
_V__ v P
SBrems = Z - zluGleit g Hgieit = 2S8rems - J

Viskose Reibung

Innere Reibung bei Flussigkeiten.

Laminar Reibung
Proportional zur Geschwindigkeit. Laminare Reibung ist eher selten.

Kugel in einer FlUssigkeit (Stokesche Reibung):
= —
Fr=—6-m:n1r-v-¢

7: Materialkonstante Viskositét, Einheit Pa - s,

Wert fiir Ol ungeféhr 0.1

r: Radius der Kugel

v: Geschwindigkeit der Kugel

e, Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit

Turbulente Reibung
Proportional zur Geschwindigkeit im Quadrat.

Wirbel erhéhen die Reibungskraft. : _
p: Dichte des Mediums

= A: Stirnflache

Frp= —5-p-A-cy- |07

2

¢,y Widerstandsbeiwert
v: Geschwindigkeit

Beispiel: Was ist die konstante Geschwindigkeit v, bei einer Hangneigung?

Konstant bedeutet F = 0.
F > - - _
N ‘Fm|= |FJ.|_|FR‘_0
= m-j-sin(q’)+ FPA - TE =0

s m-j~xih(q)
— 0, = ‘ oA

—F}‘ 172
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Arbeit W [Joules J]

L2
W= [ F dx J=N-m=E0

Arbeit [J] = Kraft [N] - Weg [m]

[pa

Arbeit kennzeichnet immer einen Vorgang oder Prozess.
Die von einem Koérper oder an einem Korper verrichtete Arbeit
ist gleich der Anderung seiner Energie:

Konstante Beschleunigung (konstante Kraft)

1
W = FAx = Em(vf —v§) =

W = AE = Epgchher — Evorher

Arbeitformen

- Hubarbeit / Gewichtskraft

- Reibarbeit

- Deformationsarbeit / Spannarbeit

- Beschleunigungsarbeit
. F
AX
y

Verrichtet Hubarbeit bei konstanter Geschwindigkeit

W=m-g-h

Richtung der Kraft
W = |ﬁ| -cosa - |E|
=F-Ax

h Hoéhendifferenz
m Masse

Konstante Geschwindigkeit bedeutet: ﬁZug + ﬁc =0

Flaschenzug
F,= 200N Fy= 150 N

o

Fy =80N

F. 250N
'

¥ s+h=20 cm

20N

50N 33N 25N
1 2 3 4
1:2 1:3 1:4 1:5
Radialkraft
Bedingung fur eine stabile Kreisbahn:
2
RPw3=GM wo=—
0 Ty
2
= - vy _ ~mM GM
FRad—FG > Tm_GTZ_ V= T
Escape velocity
mM mM” GmM
Buna = =W == [ 6T ar = [T =67
R

26M
Erin = Epina>v2 = I—r

Evins Bindungsenergie im Gravitationsfeld

Erde: v, = 112]%m

Leistung P [Watt W]

Leistung P [W] ist erbrachte Arbeit W [J] pro Zeit:

dw ~ mgAh[J]  Nm
At [s] s

_J _ kgm? _
PV == ~a~

Energie E [Joules J]

Energie charakterisiert den Zustand eines Kérpers oder eine

geleistete Arbeit.

Hubarbeit - potenzielle Energie

Arbeit in die - kinetische Energie
Translationsbewegung der Translation

Arbeit in die - kinetische Energie

Rotationsbewegung der Rotation

Arbeit, um eine

-> Spannenergie
Feder zu spannen

Reibungsarbeit = Energieverlust

durch Reibung

Kinetische Energie

h
Epm:jﬁ-df
0

Eirans = J Fdi =
T
P2

®

Eiot = f M- =

P

s

1 2

Espann:fFFeder'dx = 5 k-s
0

1

* fiir konstante Krafte

Die kinetische Energie des Korpers setzt sich zusammen aus

Translations- und Rotationsenergie:

1 2 1 2
Etot = Etrans + Erot = Emv + E]w

Energieerhaltung

— Die Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systems ist konstant

- Gesamtimpuls eines mechanisch abgeschlossenen Systems ist konstant
— Drehimpulserhaltung: Die Summe aller Drehimpulse bleibt konstant

- Kinetische Energie der Rotation als Teil der Gesamtenergie

Energie kann in verschiedene Formen umgewandelt werden
(z.B. Potentielle Energie, kinetische Energie, etc.).
Ein System mit Energie, lbt auf ein anderes System Krafte aus.

Potentielle Energie ei-

ner Masse im Schwere- E, = mgh
feld der Erde pot g
2
Kinetische Energie _ mv
Ekin - 2
Federenergie (x o L)Z
Ey=h—s—

m: Masse [kg]
g:9.81 ms?
h: Hohe [m]

m: Masse [kg]
v: Geschwindigkeit [ms]

k: Federkonstante [kg/s?]
L: Ruhelénge der Feder [m]
x : Lange der Feder [m]

Federenergie in maximale Geschwindigkeit umwandeln:

2

k mu k
Ei‘:E'in —‘LEZ ) = — — L)
! ® 5 (z ) 5 TV m(a: )
2
Epot = Eiin mgh = m — v =1/2gh

Energieerhaltung vs. Impulserhaltung
Am einfachsten anwendbar ist...
- Energieerhaltung: Wenn es keine Verluste

(Reibung) gibt.

- Impulserhaltung: Wenn es keine dussere Krafte gibt.

Wirkungsgrad

Der Wirkungsgrad 7 (griechisch «Eta») ist eine dimensionslose Zahl,
meistens zwischen O und 1, und beschreibt die Effizienz eines Systems:

Nutzenergie ENutz
" zugefiihrte Energie ~ Ejygefinrt

100%

n

Enutz

Egugefinrt

Evertust
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Kinematik und Dynamic Rotation

Grdssen
Translation Rotation
Weg ¥ Winkel ¢
Geschwindigkeit i = L: Winkelgeschwindigkeit & = ((IT? frad/s]
Beschleunigung G- # _ ﬂ Winkelbeschleunigung - di _ 4’9 frad/e]
[t 1
Kraft F Drehmoment [Nm]
Bewegungsgleichung F =ma Grundgleichung der [Nm]
der Translation Rotation
Masse m Massentragheitsmoment | s w:Z mr?,
o [kg m?]
Ju =l an |0
Impuls p=mv Drehimpuls L = Fxp = Ji|INms]
Impulsénderung = dp = Fdi Drehimpuls-Anderung il = Mdt
Kraftstoss
Kinetische Energie T=%m\;|2 Rotations-Energie r = %V”“.)F Wl
Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz) [rad/s]
M _ ‘,
wt)=at =—t a(t) = j a(tdt' w=—
] 0 r
Kreisfrequenz [rad/s] . .
2 Tangentialbeschleunigung a [m/s?]
w=2rf= 4T f Frequenz [Hz = 1/s] A
T T Periodendauer [s] a= _U a=a R
At
Bahn-/Tangentialgeschwindigkeit R dﬁmﬁ d?s N
N Aran = SEoo=axr
. as  _ . dt dt
Utan=a=(u)(r V=Wwry
Kraft [N]
Winkelbeschleunigung a [rad/s?] M  Ju
F=—=2N
L, M r-F w(t) _a r r
ad=— = a(t)= —= o= —
] J t r
Winkel Frequenz [Hz]
1M 1 - ¢ w
o =322 =ar §0= [ s f=o
2 ] 2 0 ™
Drehmoment M [Nm]
M =7, ,xF =Ja L d.
9 Drehimpulssatz: M = — L
M =F-r=m-1r « dt

Tragheitsmoment J (engl. Moment of Inertia) [kg-m?]

Beschreibt den Widerstand eines Korpers gegen Drehbeschleunigung.
Fir ein Punktteilchen gilt:

J =m - 7“2 7, Abstand zur Drehachse, senkrecht zu v bzw. F
€

Drehimpuls L (engl. Angular Momentum) [Nms = kg-m?-s~']

Der Gesamtdrehimpuls kann in zwei Teile zerlegt werden:
L = LBuh,n + L

Eigen
Bahndrehimpuls (Rotation relativ zu einem beliebigen Bezugspunkt)
L T | p =

7 Ortsverktor des Kérpers relativ zum einem beliebigen Bezugssystem
7, Abstand senkrecht zu v
v relative Geschwindigkeit zum Bezugssystem

Bahn — T'XD = "X mu L = T, muv

Eigendrehimpuls (Rotation um eigene Achse)

L = J&

Eigen

Damit EBahn = EE;gen gilt, muss der Bezugspunkt auf der Drehachse durch
den Massenschwerpunkt liegen.

N
1
-
A ‘-Z":Mﬁ
: L=1f >
.

N L=Zr_,.>«w :

™~
1

3

€

Drehimpulserhaltung: Die Summe aller Drehimpulse bleibt konstant.
Ohne externes Drehmoment, d.h. M = O, bleibt der Drehimpuls im System
erhalten. Fur zwei Koérper in Kontakt gilt:

ALy =—-ALp
Kraftstoss: Ein konstantes Drehmoment @ndert den Drehimpuls:
AL = MAt

Massenschwerpunkt S

Der Schwerpunkt ist der gewichtete Mittelwert Uber alle Ortsvektoren.
Der Schwerpunkt muss nicht zwingend im Korper sein!

1 1 %z Yz 22 *)
-~ Tos = —J J' J 7 p(#) dzdydx
Zml M X1 "Y1 Y%

ri Schwerpunkt Kérper

s = Y m; 7

Schwerpunktsatz
Eine an einem beliebigen Punkt eines Koérpers angreifende Kraft F

- bewirkt eine Translation des Schwerpunktes,
so als ob F direkt an S angreifen wirde; und

- ein Drehmoment Vf = g X F um den Schwerpunkt S, wobei 75 von S
nach P zeigt. Ein Kdrper rotiert um seinen Massenmittelpunkt.

Greifen Kréafte ausserhalb des Schwerpunkts an, erzeugen
sie zusatzlich Drehmomente, die den Kdrper rotieren lassen.

Es spielt keine Rolle wo die Kraft angreift, das Objekt bewegt sich gleich
schnell (Situation im Weltall ohne Boden und ohne Reibung). Der Schwer-
punkt eines Kdrpers beschleunigt immer gleich, unabhangig davon, wo die
Kraft angreift.

Rolle auf schiefer Ebene

Tragheitsmoment durch Auflagepunkt
] =Jspr+m-R?

Drehmoment aus der Gewichtskraft

M=R-m-g-sin(a)

Tangentialbeschleunigung a Winkelbeschleunigung

R?-m- g -sin(a) _E_R‘m»g‘sin(a)

a=a-R= a=—=
Jspt +m - R? J Jspt +m - R?

Rotation am Untergrund

T

Bei einer Kraft F die im kirzesten
Abstand 7'} zur Drehachse angreift,
kann man auch skalar rechnen: i

M=rF wm

Tragheitsmoment J (engl. Moment of Inertia)

Das Tragheitsmoment J entspricht der Masse m in der Translation
und ist Masse mal Abstand im Quadrat:

N
Jj= Z m: Tf- J= J’J.[ r¢ p(#) dv 7| Abstand zur Drehachse
iTli
v
1

Kontinuirliche Koérper: )
i 1
L " ==
— ]

Vollzylinder ~ Hohlzylinder Kugel Quader Diinner Stah
g=2imp? J:lm(rfﬂ'f' i=2me J:im[a"+b1] s=Lmp
2 2 - 5 12 12
Stabile Achsen

Ein Quader hat 3 Tragheitsmomente
— 1 2 2
b 2 h= Em(a + b?)

1
- 2 2
J2 1Zm(b +c*)

4t
— 2 2
J3 12711(5 +a?)

c<a<b: ], <], <],

c

Rotation ist stabil um das hichste und kleinste Tragheitsmoment J,, J,
Rotation ist instabil um das mittlere Tragheitsmoment J,
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Satz von Steiner
— Das Tragheitsmoment J durch den Schwerpunkt ist minimal

— Verschiebt sich die Drehachse um eine Strecke a aus dem Schwerpunkt,
erhoht sich das Tragheitsmoment

Ja =Js + ma®

g
|.—[-I—o|

Dunner Stab

a Abstand zum Schwerpunkt

hy

[, R—

Dunner Stab

durch Schwerpunkt durch Rand
1o 1 A
J=1zm j=§m£2+m(§) =gml?
Zusammengesetzte Korper
— 1 2 Ly?
Ji= EmL +m (E)
1 1
I, = EmL2 +m(L% + (L/2)?)
2
J=h+]2
Tragheitskrafte

Wenn sich das Bezugssystem beschleunigt (z. B. Kurve, Rotation,
Bremsen), gilt das Tragheitsgesetz nicht direkt. Dann missen sogenannte
Scheinkrifte (z. B. Tragheitskraft, Zentrifugalkraft) eingeflhrt werden.

Zentripetalkraft = Kraft von aussen
Eine gleichformige Kreisbewegung bendtigt immer eine zum
Drehzentrum gerichtete Kraft. Beispiel: Erdrotation um Sonne.

y

2

2 m-v
_ F=m-w’-r=
o ;

1
\ |Rlsin ez
=i

=

a

8

]

m: Masse des Kdrpers

w: Winkelgeschwindigkeit in rad/s
v: Bahngeschwindigkeit in m/s

7: Abstand zum Drehzentrum

N
b}

Zentrifugalkraft = Kraft von innen
Wirkt radial von der Rotationsachse nach aussen.
Wird durch die Tragheit des Korpers verursacht.

Zentripetalkraft und Zentrifugalkraft werden gleich berechnet,
aber zeigen in entgegengesetzt Richtung.

Wann kipt ein Kérper

Ein kritischer Punkt bezuglich Standfestigkeit ist genau dann erreicht,
wenn die am Schwerpunkt angreifende Gewichtskraft durch den Rand der
Auflageflache verlauft.

S

I

Auflageflache lFG [} Fs

Equations of Motion

Euler Integration
TODO

Verlet Integration
TODO

Koordinatensystem

Rechtehandregel:

yaw(z) yaw (y)

% XY2 Convention % Vuity
) -~
Ro

“\P‘?m. (v)  pikch(x) roll (2)

roll (%)

m/s > km/h

km/h € m/s
xkm/h = x-103-602 m/s
X m/s = x-10-3-602 km/h

Winkelmass umrechnen

T 180
r=digp T
Quadratmeter umrechnen
x[km?] = x-(10%)2 [m?] = x-10°% [m3]
x[em?] = x-(102)2[m?] = x-10%[m?2]
x[mm2] = x-(103)2[m?] = x-10° [m3]
m2->
x[m2] = x-(1023)2[km?3] = x-10° [km?]
x[m3] = x-(1022 [cm?3] = x-10% [cm?]
x[m2] = x-(10%2 [cm?] = x-10% [mm?2]
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Quaternions

Quaternions are a 4-dimensional extension of the complex numbers.
What the complex numbers are for two dimensions, the quaternions
are for three dimensions. They solve the gimbal lock problem:

When two euler rings line up, we loose a degree of freedom.
Definition
g=a+bi+cj+dk

real part, vector part

Pure quaternion if real part is O (a = 0).
Unit quaternions describe 3D rotations, so that A+ +E+d2=1

Norm

lal = V@& + & + a3+

Conjugate:

¢ =a—-bi—cj—dk

Inverse If g is a unit quaternion ||g|| =1
-1 _ q‘ —1 — *
7= e q q
a = cos(0/2) /
1 v must be a unit vector, i.e. |’U‘ =1
b = vy sin(6/2)

c = vy sin(6/2)
d = vy sin(6/2)

v = (vy, s, v3) is the axis of rotation

0 is the rotation angle in radians

q = cos(0/2) + ¥, sin(8/2)i + 0, sin(0/2)7 + U3 sin(0/2)k
= cos(0/2) + (vii + v2j + v3k) sin(6/2)

cos(#/2) and sin(#/2) are precomputed.

Multiplication

Multiplication Rules

. . ij=k ik =1 ki =
P=p=k=-1 B0 T zk—i
Hamilton product:

a1az — bibs — c1ca — dids,

ai1bs + bras + c1ds — djco,

= aicy — bidy + cias + dibg,

a1ds + bies — c1by + dyas
p=(z,y,2) =zi+yj+zk =0+4zi+yj+zk

(—=bz — cy — dz)
+ (az + cy + dz)i + (ay + bz + dz)j + (az + by + cx)k

q-p=

pg" = (zb+yc + 2d)

+ (az + yd — z¢)i + (ay + zb — zd)j + (az + zc — yb)k

Rotation
1— 2% —2¢2 2bc — 2ad 2bd + 2ac T
p = qpg*=| 2bc+2ad 1—2c*—2a> 2cd —2ab y
2bd — 2ac 2cd + 2ab 1—2a? — 2% |2
= (1—20 — 2" — 2d)x + (2bc — 2ad)y + (2bd + 2ac)z
+(2be + 2ad)z + (1 — 2¢% — 2a%)y + (2¢d — 2ab)z

+(2bd — 2ac)z + (2¢d + 2ab)y + (1 — 2a® — 2b°)z

gpq* = gpg~' if g is a unit quaternion ||g|| = 1

Rodrigues’ Rotation Formula
Allows rotation of a vector without using a matrix:
p =pcosh + (v X p)sinf + v(v - p)(1 — cos )

X represents the cross product.
- represents the dot product.

pis the vector being rotated.
v is the unit rotation axis vector.
@ is the rotation angle in radians.

Rotation Axis to Euler Angles
v = (v1,v2,v3)
Rotations

o around x-axis (roll) yaw(2) a =0 (for most cases)
B around y-axis (pitch) % B = atan2(vs, 1/ v} + v3)
XY2Z Convention
7y around z-axis (yaw) %) = arccos(v;;)
~ atan2 is numerically more stable.
roll (%) pitch ()
v = atan2(vq, v;)
Euler Angles to UV Coordinates
_arm m/2-p
27T B T

Euler Angels to Rotation Axis

1. Compute individual rotation matrices:

1 0 0
R.(a) = {0 cos(a) sin(a)]

0 sin(a) cos(a) C?S('Y) —sin(y) 0

U R = [sinly)  cost) 0

cos(B) 0 sin(B) 0 0 1
RE-| 0 1 0
—sin(f) 0 cos(B)

2. Multiply them in XYZ order R = R.R,R, = R.(7)R,(8)R.(x)

3. Extract the rotation axis v and angle 6 from R:

e = R3y — Rog _ Ri3 — Ry o Ra1 — Ryo
'™ 2sind 2sin 6 7 T 2sing
1 Tr(R) —1
0 = cos 5 Tr(R) = Ry + Ros + R

4. Normalize the Axis Vector v
(Ul , V2, U3)
V8 4 vk + vk

Euler Angles to Quaternion (XYZ Convention)

7( a aOO)
qr = COSZ’SmZ”

qQy = (cos g,ﬂ,sin ’g,O)

v =

q. = (cos ,0,0, smg)

=4z "Gy 4z
= cos(0/2) + 1 sin(0/2)i + D9 sin(6/2)7 + 03 sin(0/2)k
a:cosgcosécosjJrsingsingsinz
2 2 2 2 2 2
b:singcosgcoslfcosgsinfsinl
2 2 2 2 2 2
o a . By a B
¢ = cos — sin — cos — + sin — cos — sin —
2 2 2 2 2 2
d:cosc—zcosésinz—singsinﬁcosz
2 2 2 2 2 2

Quaternion to Euler Angels (XYZ Convention)
a = atan2(2(ab + cd), 1 — 2(b* + %))
B = arcsin(2(ac — db))

v = atan2(2(ad + be), 1 — 2(c* + d?))

At B = +90°, the system loses a degree of freedom
This can cause gimbal lock if | 3| = 90° (i.e., |3] =
If 8 = +90°, we set yaw () to zero and modify roll (cx).
If B = —90°, we set yaw () to zero and modify roll (c).
Otherwise, we compute all three angles normally.

Interpolation (SLERP)
) = 2Py, 1

5), making yaw (7y) undefined.
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Beispielaufgaben

Losungsstrategien

Mit Impulserhaltung und Energieerhaltung kann man komplizierte
Stossprozesse mit einer einfachen Vorher-Nachher Analyse untersuchen.

Energieerhaltung vs. Impulserhaltung

Am einfachsten anwendbar ist...

- Energieerhaltung: Wenn es keine Verluste (Reibung) gibt.
- Impulserhaltung: Wenn es keine dusseren Krafte gibt.

Energieerhaltung )

Ept = Bin  mgh=""—  v=1/2gh
Impulserhaltung

m1Av; = —maAvy my - (v] —v1) = —ma - (vh — v2)

1 1 1 il _
SMyVi +omavi = Smyuf +Smauj Exiny = Exinu

Sie mochten einen Ball von ro = 5 m auf rmax = 25 m werfen.
Wie gross muss Vo sein?

Lésung mit Energieerhaltung: Ein + Epot 0 = Epot max

1

2 —
Emvo + mgry = MGrmax
Anfangshéhe: 7g = 5m

Kirze m:
Maximalhohe: 7'pax = 26 m

1 2 + Erdbeschleunigung: g = 9.81 m/s2
— T0 = GTmax
2 0 g 9grm Am hachsten Punkt ist die Geschwindigkeit v = 0

1
5”3 = 9("max — T0)

%0 = V29 (T — 70)

v :\/2-9.81m/52~(25—5)m: V2.0.81-20

vo = V392 ~ 19.8m/s

Leiten Sie eine Formel fur die Auslenkung der Feder her.

=-kx --> sin(a)-m-g = -kx

Ein Auto rollt reibungsfrei im Leerlauf mit einer Restgeschwindigkeit von
Va = 20 m/s den Hang herauf. Wie hoch muss das Auto sein, so dass
seine Geschwindikeit noch vg = 10 m/s betragt. (m = 500 kg, g =10 m/s2)

Ef, =Ef,+EE, — EZ

_ A B
‘pot — Ekin - Ekin

1 1 1 1
mghg = imvi — imv% — ghp = Evi - 51125

1
hp = 2_g (Ui —’U?;) = 16m

Mit welcher Kraft muss man am an der Griffstange senkrecht zum Boden
nach oben drlicken, um die Schubkarre in der Stellungen zu halten?

i a; X Fp=a; X F,

: oay,
P é “'2':_& |Fl
— : 2

az N

Ein Stein wird mit der Geschwindigkeit 15 m/s senkrecht nach oben
geschossen. In welcher Hohe ist die Geschwindigkeit nur noch halb so gross
wie beim Abschuss?

1 v\’ 1, (o)
gt =gm () rman o n=g (- () ) =sem

Mit welchen Geschwindigkeiten bewegen sich die Massen kurz vor und nach
dem Zusammenstoss? Die Massen verhalten sich wie 1:8 (m; = 1kg, m, = 8 kg).

1
Epot = Egin. — mgh = imv2 — v = +/2gh = 6.26m/s
my —my 2my T
Ul = v1 v =—487m/s e
mi + ms mi + ms PEEAT
Ug = Uzm2 e vy T _ .39 m/s kL SmENu -
my + ma my +msa ) <

Ein Schlitten der Masse 60 kg startet aus der Ruhe von einem Hugel aus
20 m Hoéhe und erreicht den Fuss des Hugels mit einer Geschwindigkeit von
16 m/s. Welchen Betrag an Energie hat er durch Reibung verloren?

Epvf, = Ekin - Everlu.st

1
Eoertust = mgh - Em'U2 =4092 J

Die zurlickgelegte Distanz betragt 40 m.
Wie gross war die mittlere, totale Reibungskraft?

Euerlust

=102.3 N
Az 02.3

Eyertust = FRAJ: — Fr=

Von einem Rollwagen m1=20kg der sich mit einer Geschwindigkeit v1=2.0
m/s bewegt, springt ein Junge m=60kg in Gegenrichtung ab. Wie verandert
sich die Geschwindigkeit des Wagens, wenn der Junge nach dem Absprung
gegenluber dem Boden in Ruhe ist.

vp =1, ug =0

ml(Ul - Ul) = —mz(vz - Uz)
mav Mo m

=+ 2 — 22—+ —2(vg—ug) =8mfs
my my mi

Berechnen sie die mittlere Kraft, die der Junge auf den Wagen ausubt,
wenn der Absprung 0.1 s dauert.
Ap  mAv  m(-vy)

Ap:FAt—)F:E— A AL =1200 N

Ein Auto besitzt Rader mit Radius 30 cm. Es startet aus der Ruhe und
beschleunigt in 6 s gleichférmig auf eine Geschwindigkeit von 18 m/s.

Bestimmen sie die Beschleunigung des Autos:

Av

o 2
E —3m/s

a =

Die Winkelbeschleunigung der Rader:
a

a=- =10rad/s®
T

Die Rotationsenergie eines Rades unter der Annahme, dass das Rad ein
Zylinder mit Radius 0.3 m und einem Gewicht von 10 kg ist:

Erot = éJwQ =810J

1
J “mr? = 0.45 kg m?

vollzylinder 5

= 60 rad/s

v
w=oat=—
r

Ein Klotz mit Masse m =1 kg fallt von und wird von einer Feder ab einer Héhe
X1 = 2 m aufgefangen und kommt bei einer minimalen Héhe von X =1m zur
Ruhe. Berechnen Sie den Wert der Federkonstante (g=10m/s?).

=20J
=10J

Epot,l = mgxy
Epot2 = mgaa
2-EYFe,dar

— k=
(z2 — z1)?

1
EFreder = Ek(f‘UZ - 731)2 =20 N/m

EFeder = Epot,2 - Epnt,l
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Ein Block wird auf der schiefen Ebene losgelassen und beginnt mit Reibung
zu gleiten. Welche Formen von Arbeit werden verrichtet und wie kdnnte man
diese berechen?

Arbeitsformen: Reibarbeit und Beschleunigungsarbeit

e+ Fy+ Fr N

—

F=
W =|F|- Az -cos() = FAZ J

Ein Mann hangt an einem Fallschirm und sinkt mit konstanter
Geschwindigkeit nach unten. Wie wirden sie die maximale Geschwindigkeit
berechnen, die sich mit der Zeit einpendelt?

Nur Luftwiderstand und Gravitationskraft haben Einfluss:

Fp+Fz=0 bzw. Fp=—Fg

1
mg:icw'p'A'vvzna:c
2m
Vmas = 1] —9__
Cw-p-A

Gegeben ist eine gewickelte Spulen mit Radius 0.1 m und Masse 2 kg.
Es greift eine Kraft von 1 N am dusseren linken Punkt an.
Berechnen Sie die Winkelbeschleunigung.

M T 2
:—:—:1
a= 3 0 rad/s
M=r-F =0.1 Nm
J = %mr =0.01 kg m?

Wahrend eines starken Regenschauers fallen die Regentropfen mit der
Geschwindigkeit von 15 m/s auf das Autodach. Pro Sekunde sollen 200 g
Regen auf das Autodach gelangen.

a) Wie grossist die Impulsanderung von 200 g Regen, wenn man davon
ausgehen kann, dass der Regen nach der Wechselwirkung mit dem Dach die
Geschwindigkeit Null hat.

Ap=m-Av=m- (v —v) = -3 Ns(kgms?)

b) Berechne den Betrag der mittleren Kraft, welche der Regen auf das
Autodach ausubt.
Ap

F=_—- =3/1=3N
At

Ein Motor erreicht nach 60s eine Drehzahl von 7200/min bei gleichméssiger
Beschleunigung. Eine an ihm befestigte Scheibe hat den Durchmesser 1.2m.

Berechnen Sie die Winkelbeschleunigung:

a= % = 47 rad/s’
w=2nf= 2#% = 2407 rad/s

Berechnen Sie die Umfangsgeschwindigkeit nach 30s
Vian = w(30) - = at - r = 1447 m/s

Ein masseloses Velorad hat einen Durchmesser von 1 m. Aussen am Rad ist
ein Gewicht von 2 kg befestigt. Um das Rad ist eine Schnur gewickelt, an
deren Ende ein 3 kg schwerer Stein héngt.

Wie schnell rotiert das Rad nach 1 Sekunde?

m

o= % =30 rad/s2 R
M =F.r=20Nm
J=mr? =0.5 kg m? «%’
w(t) = at = 30t rad/s
w m;
_f = E =4.78 Hz .

Wie schnell fallt ein Jojo?
Welches Tragheitsmomentmuss eingesetzt werden?

Das Jojo dreht um den Aufhdngepunkt - Satz von Steiner

w(t) = %t

i
M=R-F=R-m-g

M
=]- = = —
M=]-a « ] Gewichtskraft

Jr =Js +mR? = 2mR? + mR? = ZmR?
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