Der absolute Fehler ist definiert durch
|Aa| = |a — a
Der relative Fehler in % ist nur flir a # 0 definiert und gegeben durch

_|€L—a|

Oq =

al

a = Ergebnis; a = Naherung

Eine Norm ordnet jedem Vektor x eines (reellen oder komplexen) Vektorraums 1/
eine reelle Zahl ||z|| zu. Eine Norm erfillt die folgenden Bedingungen:
1. Positivitat:

||| >0 und |z|| =0 genau dann, wenn x = (

2. Homogenitat:

|- x| = |a| - ||z|| flr jede (reelle bzw. komplexe) Zahl a.

3. Dreiecksungleichung:

lz+yll < llzfl + [yl forallez,y e V

Die p-Norm eines reellen oder komplexen Vektors
r=(x1,29,...,2p) € K" mit K =Roder K =C

Ist fur reelles 1 < p < oo durch

n
|z|lp = Z ke
1=1

definiert, wobei |z;| den Betrag der Komponente x; bezeichnet.

1/p

p=1 = Summennorm,
p =2 = euklidische Norm,

p =00 = Maximumsnorm: ||x|/sc = _nax 2]
1=1,....n

X =R"Y =R" B e R"™" = (m x n)-Matrix. Stattet man sowohl X als auch
Y mit der p-Norm far 1 < p < oo aus, so bezeichnet man die entsprechende
Operatornorm Kurz als

1Bllp = 1 Bllx—y

Es qilt:
n
[Blloo = _max > |bigl  (maximale absolute Zeilensumme)
T k=1
m
|B|l1 = max Z 1b; 1] (maximale absolute Spaltensumme)
k=1,...n P ’

|Bll2 = \/)\max(BTB) (Spektralnorm)

Dabei ist BL die Transponierte von B und A .« der grof3te Eigenwert des Produkts
B'B
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O-Notation

Taylorreihe:

fx) = fzo) + f'(z0) (& — o) + %f”(xo) (x — ) + —f(3>(xo) (x —20) + -

0 r(k) (. (n+1)
- Z ! k<' ) (@ — -5130>k = Th(x) + f(n + 1<)§'> (x — xO)nHv (20 < § <)
k=0 |

Seien f,g : R — R Funktionen und a € R. Man sagt, f ist groBes O von g fur
x — a und schreibt
f(x)=0(g(x)) firz —a

flz) = Tp(z) + O(R™™  h—0

1. Die Funktion f(x) lasst sich bis auf einen Fehler durch das Polynom T}, ap-
proximieren.

2. FOr |h| < 1ist der Betrag des Fehlers durch eine Konstante C' > 0 multipliziert
mit der (n + 1)-ten Potenz von |h| beschréankt, d. h.

f(x) — Tn(z)| < C |

Die (O-Notation erfasst das qualitative Verhalten des absoluten Fehlers, wenn h
gegen 0 geht
h = Schrittweite, dx

Numerisches Differenzieren

Grundlage numerischer Ableitung:

(o) o [ (xp)
) e+ 0

" (o)
2

flzo+ h) = f(zo) + f'(z0) h + 1’ + O(hY)

flzo —h) = f(zo) — f'(zo) b+ h —

Vorwartsdifferenzenquotient (FO=1):

1Df—>(an h) = f(330 il hf)L — f(:ljo) ~ f/(ZCO)

Rickwartsdifferenzenquotient (FO=1):

faw) =S =) g

absoluter Fehler des Differenzenquotienten (Diskretisierungsfehler):
‘1Df(ﬂfo> h) — f’(wo)|

Fehlerordnung des Differenzenquotienten:

1
Dy =

D0, h) — f'(2)| = O(hF)

symmetrischer Differenzenquotienten (FO=2):

xo+ h)— flxg— h

symmetrischer Differenzenquotienten fur f’ (FO=2):

flxo+h) —2f(xg) + flag — h)
h2

2D (o, h) = = (o) + O

Fehlerordnung (FO)
FO 1: h halbieren = Fehler halbiert sich
FO 2: h halbieren = Fehler wird viermal kleiner
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Konditionszahl

Konditionszahl = maximale Verstarkung des Fehlers
Relative Fehlerverstarkung:

~

T — X

f(Z) — f(xp)
f(zo)

rel. Fehler Ausgabe = Fehlerverstarkung mal rel. Fehler Eingabe

~ krel@:()) | 70

L)

f(zo)

mit krel@j()) — |f/(x()) '

absolute Fehlerverstarkung:
f(z) = f(2o)| = kaps(zo) - |2 — 20|
mit k.ps(zo) = | f/(z0)|

Zahlendarstellung | Fehler | Stabilitat

Jede reelle Zahl z kann als Dezimalbruchentwicklung
r=dy+d; 107 +dy- 1072 +d3- 1073+ ...

mit dy € Z und dy,do, ds,--- € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dargestellt werden.
X genau in Q, wenn Dezimalbruchentwicklung abbricht oder d; periodisch werden.

Maschinenzahl: Menge der exakt dargestellten Zahlen auf dem Rechner.
Gleitpunktdarstellung:

p= =% dib |0

wobel;
1. b € N\ {1}die Basis des Zahlensystems ist

2. die Mantisse [ eine feste Anzahl m von Stellen besitzt

relative Maschinengenauigkeit:
g =pl7m

relative Rundungsfehler (Rundungseinheit):

1

Upr = §b1_m =

3
2

Grundrechenarten der relativen Fehler:

1. Addition und Subftraktion (problematisch = Ausléschung)

Alry £x9) 19 Axl:l:
1 +x0 xEao 3 r1 £ xo T9

ro  Axo

2. Multiplikation

A(r1m) Az N Az

L1L2 L1 L2

3. Division
Al@i/zy) AT A

r1/ 9 T X9

Stabilitat des Algorithmus:
Ein Algorithmus ist stabil, wenn seine Fehler nicht gro3er als der konditionsbedingte
unvermeidbare Fehler sind.



Konditionierung fur LGS

Relative Kondition:

)

1L(2) — L(z)|ly < (L) |7 — x| x
1L£(x)|ly ] x
wobel
R(C) = |I€]x sy 1€ ly—x Norm mal Norm

Sei 7 + AZ die Lésung von A - (7 4+ AZ) = b+ Ab

1AL _ - | Ab]|
< [[A77] - [ A]l-
[ - 18]
Eigenschaften Konditionszahl:
1. Konditionszahlen von Matrizen hangen von der jeweiligen Norm || - || ab

2. Esgiltstets 1 < k(A)
3. k(A) = k(A7

Residuum

Rickwartseinsetzen: GLS-Variablen von unten nach oben auflosen.
Vorwartseinsetzen: GLS-Variablen von oben nach unten aufldsen.

bp—1 — Tp— 1.ndn

Lp—1 =
'n—1n—1
Allgemein: FUr j =n,n—1,...,1 berechne
n
bj = D Tik Tk
k=j+1
Ti =
J -
T3,

Gauss-Elimination/LR-Zerlegung

Verfahren:
Subtrahiere in (A | b) Zeile j mit Faktor

von Zeile 3.

(7)

Gilt im Gauss-Algorithmus stets a; 7é 0, dann erhalt man

A=LR

(b \

I 521 '

\En,l én,n.—l 1)

Pivotierung:
verbessert Stabilitat der Gausselemination / LR-Zerlegung
Skalierung: verbessert Konditionszahl der Matrix

Permutationsmatrix P:

Zeile 2 und 4 vertauschen:

100 o\
0001
Pra=10010
\0 100/
LR-Zerlegung ((n° — 3)/3):
Ziel: Az =0
A=LR
« [: untere Dreiecksmatrix
 R: obere Dreiecksmatrix
Es qilt:
PA=LR
und damit:
PAx = Pb
Setze:
Rx =y

Es entstehen zwei Dreieckssysteme (Rechenaufwand: n?):

1. Vorwartseinsetzen:
Ly = Pb

2. Ruckwartseinsetzen:
Rx =y

Cholesky-Verfahren

Jede symmetrisch positiv definite Matrix A € R"*" besitzt eine eindeutige Zerlegung

A=LDL!

-D = Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen ist

I 0 0 dipg 0 0
L=1461 1 0], D = 0 doo O
6371 5372 1 0 0 d373
Jg=1:
(1, 1)-Element: di1=ay;
(2, 1)-Element: loidig=as; = o= %
(3, 1)-Element: I31di1=a31 = I31= %
J=2:
(2,2)-Element: l%,1d1,1 +dyo=ago
( : ) -Element: l371d17112,1 + 13,2d2,2 = a3?
J=3:
(3, 3)-Element: l?%,ldlal + l?2)72d272 + d373 =ass = dg)g = a3 3 — l?%,ldl,l

Vorgehen Cholesky

1. Vorwartseinsetzen:

2. Diagonalsystem l0osen:

3. Ruckwartseinsetzen:

Ly=0>
Dz =y
L'y =2

Hinweis: y und z sind Hilfsvektoren

2
— 13 9d2

Lineare Ausgleichsrechnung

Gesucht ist eine Ausgleichsgerade in einer definierten Form.

vorhandenes Wertepaar:
5’3i‘5131‘$2‘333‘$4

Yi Y1 Y2 Y3 Y
2B, y=axr+b — fi=X-x | fo=X-1
Lineares GLS in Matrix-Vektor-Form:

(=) ()= (i)

ATA . X = ATy
Lineares Problem mit Fehlergleichungssystem losen:
A- A=y
(f1 falx1) - fn(z1) ”
e ( >f2( 2) e fmlr) | [ \—

Losen mit Normalgleichungssystem:
Al A =4y

Summe der Fehlerquadrate:

m

E=Y (yi— fla1))

1=1

Nichtlineare Gleichungen

Fixpunktiteration
Fixpunkt von f: x = f(x)

rn = flrp_1), n=12 ...
Banachscher Fixpunktsatz:
f(z1) = fla2)] < K - 21 — 29
Wichtig: Ableitung von f(x) < 1
’f’(m)| <K<l

Intervallhalbierungsverfahren - Bisektion (Konvergenz=1):
Intervalllange / Anzahl n:

b—a by — ay

by, — ap = o STESEN (-Fehlertoleranz 1/2)
Mittepunktrechnung:
. — an + by
2

(— 0, Abbruch, da m,, Nullstelle,
Falls f(mp)< >0, ane1 = an, bpr1 =my  (links)

gilet nur, wenn f(a)<0 und f(b)>0 ist = sonst links/rechts vertauscht

<0, apg1=mp, byp1 =by (rechts)

Newton Tangentenverfahren:

Tpil = Ty — ;,(é";)), (n=0,1,2,...)




Nichtlineare Gleichungssysteme

Fixpunktgleichung:
Nullstellengleichung:

gn<3317~-733n> 0

R" — R"inxy € D. Es qilt Jf(x()) c Rmxn

on o\

0x oxy,
Jf(:l:o): P

dJfm dfm

Beschriebene Form:

f(z) = flzo) + J(xo) - (x — 20) + O(||lx — x0]|)

Newton-Verfahren (Konvergenz=2) fur Systeme:
Gesucht ist die Losung von:

F(@' ) + T @) - (@ - 20y =0

Daraus folgt:

oD (k) Jf(x<k>)_1 FEEY mit Jf(x(k))_l . f(x<k>2

LkD) _ (k) (k)

mit:

Vorgehen:
« Berechne

- Lose das lineare Gleichungssystem in §(%)
A0 50 _ (b

« Setze (Newton-Schritt)
k1) _ (k) s(k)

hichtlineare Ausgleichsrechnung

[ Fi(X))
F5(A)

\Fn{d) )

und Jacobi-Matrix von F(X) als Funktion Jﬁ(X). Fiurk=0,1,2,...:

 Berechne firk =0,1,2...
2(k) _ 1T yk)y . vk k) _ T y(k vk
plk) — Jﬁ()\( N Ry, AP = LX) g (XR)y

- Lose das lineare Gleichungssystem in 5(%)
AR 0 _ k)

» Setze (Newton-Schritt)

Interpolation

Interpolation nach Lagrange:
Py, (x) gesucht mit Grad n bei n+1 Stltzpunkten.

Fehlerrechnung:

Newtonsche Interpolationsformel:
neue Stltzpunkte konnen einfach darunter eingefligt werden.

ri [ flwi, miga ] fl@i, Tiv1, Tiyo]
zo f[zo]
L
o fln] o > f[xl,x;j - i{[}xo,:ﬂﬂ T ——
e o

daraus folgt von oben oder von unten:

p(z) = ap + ar(z — zp) + ag(x — xo)(x — 21) + -+ - + ap(r — o) (T — 21) -+ (T — T 1)

Newton-cotes-Quadraturformel:
Bei geradem m: Exaktheit bis Grad m+1

Name | m W
1 1
Trapezregel | 1| 5 3
- 1 4 1
Simpsonregel | 2| 3 3 3
3 9 9 3
3/8—Regel | 3| 5 5 3 %
- 4 64 8 64 14
Milneregel | 4 E I 1 I T
F| 95 125 125 125 125 95
288 96 144 144 96 288
A1 54 9 68 9 54 41
Weddleregel | 6 | 755 55 75 % 76 35 140

Trapezregel:

b
I:/f(x)dx%h-(%f(a)+%f(b)):Qg(f) mit h=b—a

Simpsonregel:

b
1= [ f@demne (3@t )+ 350) = Qi) mit b=

summierte Trapezregel:

n—I1
. (f(a) F2Y flok )+ f(b))

Gauss Quadraturformel:

Transformation von f(x) e[a,b] zu f(x) €[-1,1]

b—a.t+a+b d:z::b_a
2 2 2

Stutzstellen gemass Legendrepolynom:

dt

T =

n| Stutzstelle t; | Gewichtung w;

1 0 2
T 1

- V3 /3 b
3 3 5 8 5

3—\£0\£ 5 9 0

Einsetzen:

1 n
/ ) dt~ S wp Fltg)
—1 h—1

Spline-Funktionen:

* periodisch interpolierender Spline, gilt:
s(a) = s(b), §'(a)=5(b), s"(a)=35"(b)
* natdrlich interpolierender Spline, gilt:
s"(a) = 5" (b) =0
Satz der Momente: Bei x; — x;_; = const gilt © = 0.5

p My +2M; + (1 — i) My = 6f|xi 1, 75, x4

Lj — Lj—1

fr:=1,...,n—1, wobei u;, = .
Lij+1 — Li—1

Berechnung Splines:

3 3
1 )
wobei h; == x; — x;_1 und
Cy == h,z - gz(Mz' — M;_1)
7
2
yityi1 N
Dz = = 9 Z — T;(Mz T Mz—l)

explizites Eulerverfahren:
Gegeben:

y'(z) = fla,y(x)) mit ylzo) =y
schrittweise berechnen von y;. ~ y(x;) durch
Ypr1 =Yk +h flag,y(zg)) fark=0,1,...,n—1

implizites Eulerverfahren:
Gegeben:

y'(z) = flz,y(x)) mit y(z) = yo
schrittweise berechnen von y;. ~ y(x}.) durch

Ypr1 =Yg +h- f(@py1,yp) fUrk=0,1,....n—1



Verfahren nach Runge (p=2) Losen von AWP

rly = f(xkv yk)
L L Gegeben sei ein Anfangswertproblem der Form
ro = f (xk + 5 Y + 5?@) () — f(t, rx 2 ,x(n_l))
Yk+1 = Yk + h1o
Verfahrensfunktion: 1. Nach der hochsten Ableitung auflosen
h h (n) _ / (n—1)
¢($kaykah)—f<$k+_ayk+_f(33kayk>> o= ft a2 )
2 2 o
Ziel ist die Form:
I _
Heun-Verfahren (p=2) y =fty)
r1 = f(xg, yr)
ro = f(xy, + h,yp, + hry)
h 2. Umwandlung in ein System erster Ordnung
Y1 = Yk T 5+ 7o)
Neue Variablen einfuhren:
klassische Runge-Kutte-Verfahren (p=4) e — p——
r1 = f(zg Ui Dann ergibt sich:
/ /
1 1 Y1 = Y2 Yo = Y3
— —I— _h7 _|_ _h . L :
=1 (xk o kTS Tl) Somit erhdlt man ein System:
1 1 [y )
r3 = f (Cl?k + §h7 Yk T §hr2> y/ _ y.g
ry = f(og +h, yp+ hrs) \f(t.,y)/

h
Ykl = Yk + 6(7“1 + 219 + 213 4 14)

3. Anfangswerte umschreiben
Butcher-Schema

Euler-Verfahren y1(to) = z(tp) yo(to) = 2’ (t)
0
I

Runge-Verfahren (Mittelpunktsverfahren)
4. Schrittweite festlegen

00 Die Schrittweite lautet:

11

212 _
01 5 — b a

N
Verfahren von Heun mit Intervall [a, b] und Anzahl der Schritte V.

olo Die Stitzstellen sind:

2 2

Runge—Kutta-Verfahren (4-stufig)
3. Anwendung

? ? Einsetzen in numerisches Verfahren
% 2 (1) links: welcher Faktor flr A in x
510 5 0
% 0 (2) 10 rechts: welcher Faktor flr y Merksatz
1221
66066 Auflosen — Variablen einflhren — System bilden — Verfahren anwenden — iterativ rechnen
Verfahrensanalyse
. ) 2
Stabilitat: Qualitatives Verhalten von y;. fur £ — oo hmax = X
max

Konvergenz: FUr i — 0 strebt y;. gegen die exakte LOsung

yr — y(ty)

Konvergenzordnung: Beschreibt, wie schnell y;. gegen y(t;.) konvergiert.
Ein Verfahren hat die Konvergenzordnung p, wenn

lu(ts) — vl < ChP = O(hP). C = const



