Diskrete Mathematik

Zahlenmengen

N natiirliche Zahlen

Nt  natiirliche Zahlen ohne 0
Z ganze Zahlen

Q rationale Zahlen

R reelle Zahlen

C komplexe Zahlen

Aussagenlogik

Aussage Ein Satz, der entweder wahr (w)
oder falsch (f) ist.
Eine Aussage mit Variablen. n-

stellige Pradikate.
Grundidee

Aus gegebenen Pridikaten/Aussagen lassen sich
durch Junktoren neue Aussagen bilden. (z. B.
Kombinationen mit A, V, -, =, <).

Priadikat

Definitionen

e Negation: —A ist genau dann wahr, wenn A
falsch ist. (Doppelte Negation: A < ——A.)

e Konjunktion: A A B ist wahr genau dann, wenn
A und B wahr sind. (assoziativ, kommutativ,
idempotent)

e Disjunktion: AV B ist wahr, wenn mindestens
eine der Aussagen wahr ist. (assoziativ,
kommutativ, idempotent)

e Implikation: A = B ist dquivalent zu =A V B.
(Kontraposition: A = B < B = —A.)

e Aquivalenz: A < B genau dann, wenn
A= BAB= A

Wichtige Regeln

e De Morgan:
-(AAB)< -AVv-B —(AVB)& -AA-B

e Distributivitit: AN(BVC) < (AAB)V(AAC)
AV(BAC)< (AVB)AN(AVO)

e Syntaktische Bindung: — bindet stérker als
A, V; diese binden stirker als =, <.

e Modus Ponens: Aus A A (A = B) folgt B.

e Transitivitét: Aus (A = B) A (B = C) folgt
A=C.

Hinweis zur Redundanz

Jeder Ausdruck mit den Junktoren —, A, V, = lisst
sich ausschliesslich mit - und V darstellen. z.B.

AANB & =(mAV-B)
AV B & ~(~AN-DB)

Quantoren

Quantoren dienen zur Formalisierung von Aussagen
wie:

o Vx A(z): Fir alle z gilt A(z)
e Jx A(z): Es emistiert ein © mit A(x)
Mehrere gleichartige Quantoren:

Va,y A(z,y) statt VaVy A(z,y)

Eingeschrinkte Quantoren
Ve € M A(x) : Fiir alle z € M gilt A(x)
Jz € M A(z) : Es gibt x € M mit A(x)
Auch moglich mit Relationen:
Vo <y A(z)
Als Junktoren
Fiir endliche Mengen M = {z1,...,zn} gilt:
Ve € M A(z) & A(z1) A+ AN A(zn)
Jr e MA(x) & A(z1) V-V A(zn)
Als Makros
Jr e M A(z) & 3z (z € M A A(z))
Ve € M A(z) & Vz(z € M = A(z))

oder Jz <yA(z)

Zusammenhang mit Junktoren

Ve A(z) & Jz-A(z) und Iz A(z) & Vo -A(z)
Va (A(z) A B(z)) < (Vz A(z)) A (Vo B(z))
3z (A(z) V B(z)) & (z A(z)) V (3z B(x))

Leere Quantoren
Wenn z in B nicht vorkommt:
VxB< B, dxB& B

Mengen

e Menge / Element: Eine Menge fasst
mathematische Objekte (Elemente) zu einem
Ganzen zusammen. Fiir Menge X und Element y
gilt y € X baw. y ¢ X.

e Aufzihlende Schreibweise: {z1,...,2n}
bezeichnet die Menge, die genau die genannten
Elemente enthilt. Die leere Menge heisst @.

o Extensionalitétsprinzip: Zwei Mengen sind
genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente
haben:

A=B < Vz(zr€ A&z e B).

e Teilmenge: A C B genau dann, wenn
Vz(x € A=z € B). Ist AC Bund A # B, so ist
A eine echte Teilmenge, geschrieben A C B.

e Folgerungen: Mengen sind ungeordnet;
Mehrfachaufzéhlung desselben Elements dndert die
Menge nicht. Fiir jede Menge A gilt @ C A.

Eindeutigkeit der leeren Menge

Seien eg, ea leere Mengen. Dann ist fiir alle z die
Aussage x € e falsch, also ist die Implikation

T € e] = x € eg wahr; somit e; C ea. Analog

e2 C ej. Nach Extensionalitéat folgt e; = ea.

Aussonderungsprinzip
Ist A eine Menge und E(z) eine Eigenschaft, dann
gilt:
{z € A| E(z)} = Menge aller x € A mit E(z).
a€{z€A|E(x)} < a€ ANE(a)
Beispiele:
e Gerade Zahlen: {x € N|Jy € N(z = 2y)}

e Primzahlen: {x e N| 3y € N(y > 1) AVa,b €
N(ab=2z=xz=aVaz=0>)}

Ersetzungsprinzip
Ist A eine Menge und t(z) ein Ausdruck, so gilt:

{t(z) | « € A} = Menge aller Werte von ¢(z) mit z € A.

a€{t(z) |z € A} < Tz € A(a =t(x))
Beispiele:
e Quadratzahlen: {22 | z € N}
e Ungerade Zahlen: {2z + 1|« € N}
e Rationale Zahlen: {% |a,beZ,b# 0}
e Anfangsabschnitte von N:
{{fzeN|z <y} |yeN}
Vereinigung
Die Vereinigung von zwei Mengen beinhaltet genau

die Elemente, die in mindestens einer der beiden
Mengen enthalten sind:

AUB:={z|z€ AVvzeE B}.

Schnitt

Die Schnittmenge von zwei Mengen beinhaltet genau
die Elemente, die in beiden Mengen enthalten sind:

ANB:={z|z€ ANz € B}.

Allgemeine Vereinigung / Schnitt
Sei I eine beliebige Indexmenge (z. B.
I={1,2,...,n} oder I =N). Fiir jedes i € I sei A;
eine Menge.
Allgemeine Vereinigung
x gehort zur Vereinigung genau dann, wenn es in
mindestens einer der Mengen A; enthalten ist.
(JAi={z|3ieclzeA)}
iel
Allgemeiner Schnitt
x gehort zum Schnitt genau dann, wenn es in allen
Mengen A; enthalten ist.
(Ai={z|Viel(xecA)}
iel
Differenz

Die Differenz von zwei Mengen beinhaltet genau die
Elemente, die in der ersten Menge, aber nicht in der
zweiten Menge enthalten sind:

A\B:={z € A|xz ¢ B}.

Disjunkte Mengen

Zwei Mengen A und B heissen disjunkt, wenn sie
keine gemeinsamen Elemente besitzen.

ANB=g.

Paarweise disjunkt

Eine Familie von Mengen (A;);cr heisst paarweise
disjunkt, wenn keine zwei verschiedenen Mengen ein
gemeinsames Element haben. Es gilt:

Vi,je[(i;ﬁj:}AiﬂA]’ZQ).

Wichtige Eigenschaften
Fiir beliebige Mengen A, B, C' gelten:

e Idempotenz: AUA=A, ANA=A.
e Kommutativitdit: AUB=BUA, ANB=BNA.

e Assoziativitit: AU(BUC) = (AUB)UC und
analog fiir N.

e Teilmengen: AC AUB und ANBC A.

e Distributivitit:
AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

e De Morgansche Regeln:
C\(ANB) = (C\A)U(C\ B),
C\(AUB) = (C\A)N(C\B).

Venn-Diagramm

ANB ANB
AUB A\ B
Potenzmenge

Fiir eine Menge A bezeichnet die Potenzmenge P(A)
die Menge aller Teilmengen von A:

P(A) = {X | X C A}

Beispiele:
P({l’ 2}) = {Zv {1}7 {2}7 {19 2}}’
P(2) = {2},
P({{a}}) = {2, {{a}}}.
Eigenschaften:

e A€ P(A) und @ € P(A).

e Aus A C B folgt P(A) C P(B).

e Fiir die leere Menge gilt P(2) = {2} # @.
e P(ANB) =P(A)NP(B)

e P(AUB) D P(A)UP(B)

e P(A) einer endlichen Menge mit |A| = n hat
|P(A)| = 2™ Elemente.



Tupel

Ein n-Tupel ist ein geordneter Vektor

(a1,...,an).

Der i-te Eintrag eines Tupels a = (a1, ..., an) wird
mit afi] bezeichnet. Zwei Tupel sind genau dann
gleich, wenn sie dieselbe Linge haben und alle
entsprechenden Eintrige {ibereinstimmen:

yan) = (b1,...,by) <=
n=k AN ar=by N Nan =0b

(a1, ...

Kartesisches Produkt

Das kartesische Produkt A; X --- X A, ist die Menge
aller n-Tupel, deren Eintrige aus den Mengen
Ai,..., A, stammen.

Arx-xAp = {(a1,..

Besonderheiten:

e Fiir das n-fache Produkt von A mit sich selbst gilt
A" = A X - - X A (n-mal).

e Fiir ein kartesisches Produkt von der Form
A1 X --- X A, wird auch die Kurzschreibweise
[T, A; verwendet.

Beispiele:
{1} X {a7 b} = {(l’a)7 (17b)}
N? = {(z,y) |z e NAy € N}

Projektionen

Fiir eine Menge A von n-Tupeln und ist £ < n eine
natiirliche Zahl, definiert man die k-te Projektion:

pry(A) := {z[k] | x € A}.
Insbesondere gilt:

pri (A1 X -+ X Ap) = Ay.
Beispiele:

pri({1,2} x {a,b}) = {1,2}
pro({1,2} x {a,b}) = {a, b}

Relationen
Eine Relation von A nach B ist ein Tripel
R = (G,A,B)

wobei A die Quellmenge, B die Zielmenge und

G C A x B der Graph von R ist. Ist A = B, so heisst
R homogen auf A.

Notation

Sei R = (G, A, B) eine Relation von A nach B.

e Ist G der Graph von R, so schreibt man G

e Ist (z,y) € G, dann schreibt man xRy (z steht in
Relation zu y beziiglich R).

an)|a; € A;fiir 1 <i<n}.

e Sind A und B Teilmengen von R, so kann man R
auch als Menge von Punkten in der Ebene
darstellen: {(z,v) | zRy}.

zRy i 22 = y2  oRy:& 2 +y2 =1

2 zI
1{ 1 ‘
-2 -1 } 12 -2 -1 ‘ 1 2
1 1
2 ,2\

e Als gerichteter Graph: Elemente von A und B als
Knoten; fiir jedes (z,y) € G ein Pfeil z — y.

xRy :& x teilt y

5 &4

Domine und Bild

Die Doméne und das Bild einer Relation geben an,
welche Elemente der Quell- bzw. Zielmenge
tatséchlich in der Relation vorkommen.

dom(R) := pr;(Gr) = {a € A|3b € B(aRb)}
im(R) := pro(Gr) = {b € B | Ja € A(aRb)}

zRy :< x + vy ist gerade

Im gerichteten Graphen entsprechen die Elemente der
Doméne den Knoten mit ausgehenden Kanten, die
des Bildes den Knoten mit eingehenden Kanten.

Klassifizierungen
Sei R C A x A eine (homogene) Relation auf A.

Reflexivitit

Eine Relation R heisst refleziv, wenn jedes Element
in Relation zu sich selbst steht:

Vo € A(zRx)
o {(a,a)|a€ A} CR.

e Im gerichteten Graphen hat jeder Knoten eine
Kante zu sich selbst. Fiir jeden Wert x € A gilt:

®

e In der Koordinatendarstellung enthalt R die
Winkelhalbierende y = x.

Symmetrie

Eine Relation R heisst symmetrisch, wenn fiir alle
z,y € A gilt:

Vz,y (xRy = yRz).

e Zu jedem Pfeil im gerichteten Graph existiert der
umgekehrte Pfeil. Fiir alle z,y € A gilt:

&=

e Symmetrie spiegelt die Koordinatendarstellung an
der Geraden y = z.

Antisymmetrie
Eine Relation R heisst antisymmetrisch, wenn fiir
alle z,y € A gilt:

Vz,y (tRy NyRx = = = y).

e FEs gibt keine zwei verschiedenen Knoten, die
wechselseitig verbunden sind. Fiir alle
z,y € A,z # y gilt:

Transitivitit

Eine Relation R heisst transitiv, wenn fiir jeden
endlichen Pfad ein direkter Pfeil existiert. Fiir alle
z,y,z € A gilt:

Vz,y,z (tRy A yRz = zRz).

e Im gerichteten Graphen: Aus z — y und y — z
folgt © — 2. Fiir alle z,y, z € A gilt:

Totalitdt und Eindeutigkeit

Sei R C A x B eine Relation von A nach B mit

e Linksvollstindig / linkstotal: dom(R) = A
(jedes Element in A hat min. eine ausgehende
Kante).

e Rechtsvollstéindig / rechtstotal: im(R) = B
(jedes Element in B hat min. eine eingehende
Kante).

e Linkseindeutig:
Va1,z2,y (x1Ry A x2Ry = x1 = x2) (jedes
Element in B hat max. eine eingehende Kante).

e Rechtseindeutig:
Va,y1,y2 (xRy1 AxRy2 = y1 = y2) (jedes Element
in A hat max. eine ausgehende Kante).
Inverse Relationen
Fiir eine Relation R = (G, A, B) ist die inverse
Relation definiert durch

R™'=(G",B,A), G :={(y,2)]|(x,y) €G}.

Eigenschaften:

e (RH™1=R

e Rist linksvollstindig < R ist rechtsvollstindig
e R ist linkseindeutig < R™! ist rechtseindeutig

e Fiir jede symmetrische Relation R gilt R = R~!

Funktionen

Eine Funktion f von der Menge A nach B ist eine
Relation, die linksvollstindig und rechtseindeutig ist.
Man schreibt:

f:A— B,

und fiir jedes x € A existiert genau ein y € B mit

y = f(z).

Schreibweise
Oft werden Funktionen durch Angabe von
Definitions- und Zielmenge sowie einer
Zuordnungsvorschrift beschrieben. Beispielsweise gilt:
f=({(z,2*) |z €N},N,N)
bzw. dquivalent in der gebrduchlicheren Schreibweise:
f:N—=N, f(a:):x3.

Injektive Funktionen
Eine Funktion f : A — B ist injektiv, falls die
Relation linksvollstindig, rechtseindeutig und
zusétzlich linkseindeutig ist:
Vzi,x2 € A(f(a?1) = f(xg) =T = 1‘2)
Vo1, z2 € A(z1 # 22 = f(21) # f(22))
Jedes Element in A wird auf ein eigenes

unterschiedliches Element in B abgebildet.
Notation: f: A — B.

Umkehrbarkeit
Eine Funktion f: A — B ist genau dann umkehrbar,
wenn sie injektiv ist. Dann gilt:
f~im(f) — A.

(Gy,im(f),4), G ={(y,2)l(z,y) € Gy}
Surjektivitit
Eine Funktion f : A — B ist surjektiv, falls die
Relation linksvollstdndig, rechtseindeutig und
zusétzlich rechtsvollstindig ist:

im(f) = B

Jedes Element in B wird von mindestens einem

Element in A erreicht.
Notation: f: A - B

Bijektivitit
Eine Funktion f: A — B ist bijektiv, wenn sie sowohl

injektiv als auch surjektiv ist. Die Umkehrfunktion
ist dann definiert durch:

f~':B— A
J Notation: f: A= B
Umkehrfunktion
Fiir eine bijektive Funktion f: A = B gilt:
flof=ida, fofl=idp.

Komposition
Fiir g: A — B und f: B — C definiert man die
Komposition:

(fog)(@) = f(g(x)),
Komposition ist assoziativ:

ho(gof)=(hog)of.

Eigenschaften der Komposition
Fiir Funktionen f: A — B und g : B — C gilt:
e Sind f und g injektiv, dann ist g o f injektiv.

fog: A—=C.

e Sind f und g surjektiv, dann ist g o f surjektiv.
e Sind f und g bijektiv, dann ist g o f bijektiv.



Aquivalenzrelationen
Eine Relation ~ auf einer Menge A heisst
Aquivalenzrelation, falls sie fiir alle z,y,z € A die

folgenden Eigenschaften erfiillt:
o reflexiv: z ~z,
e symmetrisch: z~y=y~zx,

e transitivi z~yAy~z=z~ 2.

Beispiele
e Die Gleichheitsrelation = auf jeder Menge.
o AufZ:a=pb:< n|(a—>b) (Restklasse modulo n).

e Relation ,sitzen in derselben Sitzreihe“
Kinosaal.

in einem

Klein. und grésst. Aquivalenzrelation

Auf jeder Menge A existiert:

o die kleinste Aquivalenzrelation: die
Gleichheitsrelation {(a,a) | a € A}.

e die grosste Aquivalenzrelation: das ganze A X A
(alles ist dquivalent).

Aquivalenzklassen und Faktormenge
Fiir a € A ist die Aquivalenzklasse
l[a]l~ :={z € A|x ~a}.

Die Menge aller Aquivalenzklassen heisst

Faktormenge A= {[a]~ | a € A}. Jedes Element
einer Aquivalenzklasse ist ein Reprdsentant dieser
Klasse.

Wichtige Eigenschaften
Fiir eine Aquivalenzrelation ~ und a,b € A sind
dquivalent:

1. a~b,

2. fal~ = [B]~,

3. lal~ N [o]~ # 2,
4. a € [b]~,

5. b€ [a]~.

Daraus folgt: Zwei Aquivalenzklassen sind entweder
gleich oder disjunkt.

Beispiele in R?

o (a,b) = (c,d):=a=c
Aquivalenzklassen = vertikale Geraden.

o (a,b) ~ (¢,d) :== Va? + b2 = V2 4 d?
Aquivalenzklassen = Kreise um den Ursprung.

o AufR?\ {(0,0)}:
(a,b) ~ (c,d) := Ir € R(ra,rb) = (c,d)
Aquivalenzklassen = Geraden durch den Ursprung.

Partitionen

Eine Partition einer Menge A ist eine Menge {A;}icr
paarweise disjunkter, nichtleerer Teilmengen mit

U A; = A.
el

Die A; nennt man auch Blocke der Partition.

Beispiele

e Gerade und ungerade natiirliche Zahlen:
Ag = {QTL}, AL = {27L =+ 1}.

e Einzelmengen {n} liefern eine feine Partition.

e Es gibt Partitionen von N in unendlich viele
unendliche Blocke.

Induzierte Partition

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf A, so sind die
Aquivalenzklassen [a]~ die Blcke der Partition A
Insbesondere sind die Klassen nichtleer und
paarweise disjunkt.

Induzierte Aquivalenzrelation

Ist P = {A;}ics eine Partition von A, definiert
a~b & Fel(acANbEA)

eine Aquivalenzrelation auf A mit Quotientenmenge

A =P

Aquivalenzrelationen und Funktionen

Eine Relation ~ auf A ist genau dann eine
Aquivalenzrelation, wenn es eine Menge B und eine
Abbildung f: A — B gibt, mit der Eigenschaften:

I ().

(Aquivalenzklassen sind dann die Urbilder einzelner
Werte von f.)

rn~y

< flx)=

Halbordnungen

Eine Relation < auf einer Menge A heisst
Halbordnunyg, falls sie fiir alle z,y, z € A die folgenden

Eigenschaften erfiillt:
e reflexiv: =z <z,
e transitivi zSyAy<z=z=<2z

e antisymmetrisch: z<yAy<z=z=y.

Typische Beispiele

e (P(A),C), die Mengeninklusion auf der
Potenzmenge.

e Teilbarkeitsrelation auf N.

e Die iiblichen <-Relationen auf N, Z, Q, R.

e Versionen in der Informatik, z. B.
Commit-Historien in Git (Ursprungsrelation).

Zyklenfreiheit

In einer Halbordnung sind echte Zyklen
ausgeschlossen: Aus a1 < a2 <X+ <X ap X a; folgt
aj; = -+ = an. Dies folgt aus der Antisymmetrie und
der Transitivitét.

Hasse-Diagramme

Zur Visualisierung nutzt man Hasse-Diagramme:
e Relative Hohe zeigt die Ordnungsrichtung.

e Kanten werden nur zwischen benachbarten
Elementen ohne Zwischenelement gezeichnet
(Transitivitdtskanten weglassen).

e Schleifen entfallen.

Beispiele: Hesse-Diagramm des Poset der
Teilbarkeitsrelation auf 28 (Rechts) und

(P({a,b, c}) Q) (Links):
/ . RN
14 {a,b} {a,c} {b,c}
\ 2N

\/ \\/

Spezielle Elemente

Sei X C A in einer Halbordnung (A, <X). Ein Element
z € X heisst:

{a,b, c}

e minimales Element: Vy (y Xz =y = x)
(Knoten zu denen kein Pfeil zeigt)

e kleinstes Element: Vy (z < y)
(Knoten von dem ein Pfeil zu jedem anderen zeigt)

e maximales Element: Vy (z <y = y = x)
(Knoten von denen kein Pfeil ausgeht)

e grisstes Element: Vy (y < )
(Knoten zu dem jeder Pfeil zeigt)

Existenz in endlichen Mengen

Ist X C A nichtleer und endlich, so existiert
mindestens ein minimales und mindestens ein
maximales Element in X.

Erweiterungen

Eine Halbordnung (A, <4) erweitert eine
Halbordnung (B, <p), wenn gilt:

BC A,
Va,b € B(a=<pb=a=4b).
Man sagt: (A4, <4) erweitert (B, <p).

Lineare Ordnungen

Eine lineare Ordnung (auch totale Ordnung) ist eine
Halbordnung (A, <), in der alle Elemente
vergleichbar sind:

Va,b€ A(a =bVb=a).

Das heisst, es gibt keine unvergleichbaren Paare
mehr.

Satz von Marczewski—Szpilrajn

Jede Halbordnung (A, <) ldsst sich zu einer linearen
Ordnung (A, <) erweitern, die die urspriingliche
Ordnung bewahrt und alle Elemente vergleichbar
macht.

‘Wohlordnung

Eine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung, in der
jede nichtleere Teilmenge ein kleinstes Element
besitzt. Endliche lineare Ordnungen sind stets
Wohlordnungen.

Graphentheoretische Sicht
e Eine endliche Halbordnung kann als gerichteter
azyklischer Graph (DAG) dargestellt werden.

e Eine Linearisierung entspricht einer topologischen
Sortierung des DAGs.

Unendliche Mengen

Zwei Mengen A und B haben dieselbe Méchtigkeit
(Kardinalitéit) |A| = |B|, genau dann, wenn eine
bijektive Abbildung f : A +— B existiert. Eine
Menge heisst endlich, falls sie bijektiv zu {1,...,n}
fiir ein n € N ist; andernfalls heisst sie unendlich.

Wichtige Definitionen

e |A| = |B| : Existenz einer Bijektion f : A <> B.

e |A| < |B] : Es existiert eine injektive Abbildung
g : A — B (#quivalent: surjektive Abbildung
B — A).

e |A| = oo : Abkiirzung dafiir, dass A nicht endlich
ist.

o || < |A]| fiir alle Mengen A.

Elementare Eigenschaften

¢ Die Relation ~ mit A ~ B & |A| =
Aquivalenzrelation.

e Fiir endliche Mengen A und B mit |A| = n und
|B| =m gilt [A| < |B] <= n<m.

e Eine Menge A ist genau dann unendlich, wenn
IN] < |A].

e AC B =|A| <|B|. Umgekehrt: |A| < |B| genau
dann, wenn es A’ C B mit |A’| = | A| gibt.

|B| ist eine

Satz von Cantor—Bernstein
Sind A und B nichtleer, dann gilt
(A< [B] A [BI < |A]) <= |A] =B
(Dieser Satz liefert aus beidseitigen Injektionen eine
Bijektion.)
Wichtige Folgerungen
e Schubfachprinzip (Pigeonhole): Aus |A| < |B|
und |A| # |B| folgt |B| £ |A].
e Dedekind: A ist unendlich < es existiert eine

injektive, nicht surjektive Abbildung f: A — A.
z.B. die Abbildung f: N,n +— n + 1.

e Hilbert’s Hotel (Anschaulichkeit): Eine
Menge A ist unendlich genau dann, wenn es eine
echte Teilmenge B C A mit |B| = |A| gibt.



Abzihlbare Mengen

Eine Menge A heisst abzdhlbar, wenn A = & oder eine
der folgenden (diquivalenten) Bedingungen erfiillt ist:

o [Al <IN

e Es existiert eine surjektive Funktion f: N — A.

e Es existiert eine injektive Funktion f: A < N.

Bemerkung: Ist A abzéhlbar und unendlich, so gilt

|A] = IN].

Beispiele

e Die leere Menge @ ist abzdhlbar.

e Jede Teilmenge A C N ist abzghlbar (insbesondere
N selbst).

e 7 ist abziahlbar.

e Q ist abzéhlbar (als Schlussfolgerung aus
Abzihlbarkeit von Z x Z und Quotientenbildung).

Wichtige Aussagen

e Jede endliche Menge ist abzihlbar. (Beweis:
Aufzihlung der Elemente liefert eine surjektive
Abbildung N — A.)

e Jede Teilmenge einer abzéhlbaren Menge ist
abzdhlbar. (Bild- bzw. Einschrinkungsargument.)

e Bild einer abzdhlbaren Menge unter einer
surjektiven Abbildung ist abzihlbar. (Komposition
surjektiver Abbildungen.)

e N X N ist abzdhlbar. Daraus folgt die
Abzihlbarkeit von Z X Z und damit Q.

(0,2)

(0,0) » (1,0)

(2,0)

(3,0)

e Jede abzihlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen
U;en Ai ist abzdhlbar. (Beweisidee: doppelte
Indizierung und Aufzéhlung aller Paare (i,n).)

Uberabziihlbare Mengen

e Es gibt verschiedene “Grossen” unendlicher
Mengen; aus |A| = oo und |B| = oo folgt nicht
notwendigerweise |A| = |B|.

e Es existiert eine unendliche Hierarchie von
Kardinalitdten: Mengen Ag, A1, A2,... mit

‘A0| < |A1| < |A2| <...

e Die Menge aller unendlichen Bindrsequenzen
B = {0, 1} ist nicht abzihlbar.

Sequenzen

Eine Sequenz in einer Menge A ist eine Abbildung
s: N — A. Die Menge aller Sequenzen in A sei AN,
Entspricht s(0) = ao, s(1) = a1, s(2) = a2, ..., so
schreiben wir

s = (ap,a1,az,...).

Unendliche Bindrsequenzen

Eine Bindrsequenz ist eine Funktion s : N — {0,1}.
Die Menge aller Binérsequenzen sei B = {0, 1}.

Cantors Diagonalisierungsargument
Fiir jede Abbildung f : N — B konstruiere man
s € B durch

sn=1— f(n)n

£(0) = (ag,a?,a3,...a,...)
f() = (a(l),a{,a%,...a,ll,...)
f(2) = (a3,a2,a3,...a2,...)
f(n) =(ag,al,ay,...ay,...)

s unterscheidet sich von jedem Bild f(n) in der n-ten
Stelle. Somit ist s ¢ im(f) und es gibt keine surjektive
Abbildung N — B. Daher ist B nicht abz&hlbar.

Folgerungen
e Das Intervall [0,1) und damit R sind
iiberabzéhlbar.

e Die Menge aller Funktionen N — N ist
iiberabzéhlbar.

e Es existieren Funktionen N — N, die nicht
berechenbar sind.

Potenzmenge und Cantors Theorem
Fiir jede Menge A gilt streng:

[A] < [P(A)].
Begriindung:
1. Es existiert eine Injektion A < P(A), z — {z},
also |[A] < |P(A)|.
2. Fiir jede Abbildung f : A — P(A) betrachte die

Menge

Af:={a€cAla¢ f(a)}.
Ay € P(A), aber Ay ¢ im(f) (diagonalisiertes
Argument), also ist f nicht surjektiv. Damit

IP(A)] £ |A]-

Peano-Axiome

Die Peano-Axiome beschreiben die Grundstruktur
der natiirlichen Zahlen N:

Axiom 1: 0 € N.

Axiom 2: Zu jeder k € N existiert genau ein
Nachfolger k + 1 € N (Nachfolgerfunktion

n:N—=>N, nn)=n+1).

Axiom 3: 0 ist die einzige Zahl, die kein Nachfolger

ist. Vne N (VEeN (n#k+1) < n=0)

Axiom 4: Die Nachfolgerfunktion n: N — N\ {0}

ist injektivin4+1=m+1=n=m.

Induktion

Axiom der vollstédndigen Induktion
Sei A(n) eine Aussage fiir n € N. Gilt
e [nduktionsverankerung (I.V.): A(0)
e Induktionsschritt (1.S.):
vn € N (A(n) = A(n + 1)),
so folgt Vn € (N A(n)).

Varianten der vollstéindigen Induktion

Mengeninduktion Fiir A C N gilt: Ist 0 € A und
VneNneA=n+1€ A),soist A=N.

Induktion mit Startwert Fiir festen z € Z: Aus
A(z) und Vn > z (A(n) = A(n + 1)) folgt
Vn > z A(n). Dies folgt durch Anwendung der
normalen Induktion auf B(n) := A(n + z).

Minimumsprinzip Jede nichtleere Teilmenge
A C N besitzt ein kleinstes Element. Dieses
Prinzip ist dquivalent zum Induktionsprinzip.

Kleinster Verbrecher Beweis per Widerspruch:
Existiert ein kleinstes n ohne Eigenschaft A,
fithrt dies oft zu einem Widerspruch und
damit zum Beweis von Vn A(n).

Starke Induktion Gilt
vn €N (Vm < n A(m) = A(n)), so folgt
Vn € N A(n). Die starke Induktion ist logisch
dquivalent zur gewohnlichen Induktion.

Absteigende Ketten Es existiert keine unendliche
streng absteigende Folge ag > a1 > a2 > ... in
N. Andernfalls wiirde die Menge {a;} kein
Minimum besitzen, im Widerspruch zum
Minimumsprinzip.

Rekursion

Rekursive Algorithmen folgen dem Prinzip: Problem
— in kleinere &hnliche Teilprobleme zerlegen;
Basisfille direkt 16sen; Teillosungen rekursiv
berechnen und kombinieren.

Rekursive Definitionen

1. Man spezifiziert Basisfille (einfachste
Bestandteile).

2. Man gibt Rekursionsschritte an, die aus bereits
definierten (einfacheren) Fiillen neue Fille
aufbauen.

3. Die Gesamtheit dieser Regeln definiert das Objekt.

Primitive Rekursion (ohne Parameter)

Seien M eine Menge, g : M X N — M und c € M.
Dann existiert eindeutig eine Funktion f: N — M
mit
f(0)=¢,
fn+1) =g(f(n),n).
Primitive Rekursion (mit Parameter)
Sind M, X Mengen, g: M x Nx X — M und
c: X — M, so gibt es eindeutig f : N x X — M mit
f(0,2) = c(),

fin+1,z) =g(f(n,z),n,z) (Vze€ X).

Wichtige Beispiele (primitive Rekursion)
e Addition:
z+0=uzx,
z+(n+1)=(zx+n)+1.
e Multiplikation:
z-0=0,
z-(n+1)=(z-n)+=z

¢ Exponentiation:

2"l =g 2",

e Endliche Summen und Produkte lassen sich
ebenfalls rekursiv definieren (rekursiver Startwert
und Schritt).

Zusammenspiel von Rekursion und
Induktion

Rekursive Definitionen von Objekten (z.B. Summen,
Produkte) erlauben Beweise iiber deren
Eigenschaften (Kommutativitdt, Assoziativitit, etc.)
mittels Induktion.

Strukturelle Induktion/Rekursion

Induktive Mengen verallgemeinern die Struktur der
natiirlichen Zahlen. Statt eines speziellen
Grundelements 0 und der Nachfolgerabbildung
n(n) = n + 1 betrachtet man:

e cine Menge von Grundelementen Ag C M,
e eine Menge von (n-stelligen) Regeln R, wobei jede
Regel r eine Funktion r : M"™ — M ist.

Die induktive Menge N (Ap, R) ist die kleinste
Teilmenge von M, die Agp enthilt und unter allen
Regeln in R abgeschlossen ist.

Abschlussregeln und Abgeschlossenheit

Eine Menge A C M ist unter einer Regel
r: M™ — M abgeschlossen, falls

L n) €AY = r(z1,...,20) € A

Ist R eine Menge von Regeln, so ist A unter R
abgeschlossen, wenn sie unter jeder Regel in R
abgeschlossen ist. Beispiele:

(21,

e N ist abgeschlossen unter {+,-}.

e 7 ist abgeschlossen unter {+, —,-}.

e Die Menge der geraden Zahlen ist abgeschlossen
unter {+, —,-}.

Existenz und Eindeutigkeit
Fiir gegebene M, Ag C M und Regelmenge R
existiert eine eindeutige kleinste Menge

N(Ao, R) :=
m{A C M| Ayp C AN A ist abg. unter R},

die alle Grundelemente enthélt und unter R
abgeschlossen ist.



Strukturelle Induktion

Um eine Eigenschaft P(z) fiir alle x € N(Ag, R) zu
beweisen, reicht es zu zeigen:

(a) Fiir alle Grundelemente a € Ag gilt P(a).
(b) Fiir jede Regel f € R mit k Argumenten aus
P(z1),...,P(zk) folgt P(f(z1,...,2k))-
Dann gilt P(z) fiir alle x € N(Ao, R).

Strukturelle Rekursion

Strukturelle Rekursion definiert Funktionen auf
N(Ap, R) durch Angabe:

e Werte fiir alle Grundelemente a € Ag (Basisfille),

o Rekursionsgleichungen, die jedem Konstruktor
f € R eine Funktion g¢ zuordnen, welche die
Werte auf den Komponenten zu einem Wert fiir
f(...) kombiniert.

Dies generalisiert primitive Rekursion auf N.
Beispiele
Listen / Tupel A~

Induktive Definition: A* := N({()}, {consq | a € A})
mit consgq () = (a,?).

e Linge:

len(()) := 0,
len(consy (£)) := 1 + len(¥)

e Summe:

sum(()) :=0
sum(consg (£)) := a + sum(¥)
e Minimum:
min(()) = oo,
min(cons, (£)) := min(a, min(¢)).
Bindrbdume tree(A)

Induktive Definition: tree(A) := N(A, {node}) mit
node(z,y) = (z,y) und Blittern aus A.

o Tiefe:
depth(a) := 0,

depth(node(z,y)) := 1 4+ max(depth(z), depth(y)).

e Blatt-Summe:

sumLeaf(a) := a,

sumLeaf (node(z, y)) := sumLeaf(z) + sumLeaf(y).

Formale Aussagenlogik

Die Menge der aussagenlogischen Formeln wird

induktiv definiert:

e Grundelemente: Variablen zi,x2,...

e Wenn A, B Formeln sind, dann sind (A A B) und
(AV B) Formeln.

e Wenn A eine Formel ist, dann ist = A eine Formel.

Syntax

Die Syntax der Aussagenlogik (Menge aller
aussagenlogischen Formeln) wird durch die obige
Induktion definiert. Sie ist gegeben durch

N({z1,z2,...}, {and,or,not}) mit
and(A, B) := (AA B)
or(A,B) :=(AV B)
not(A) := (-A).
Syntaxbaum

Jede Formel besitzt einen zugehdrigen Syntaxbaum,
der ihre rekursive Struktur darstellt.

(ﬁmg Vv 332) N ﬁ(ilj Vv xo)

A

RN

=

AN

\

| / N\

x3 1 zo

Strukturelle Rekursion

Strukturelle Rekursion ist wie primitive Rekursion,
nur dass sie nicht iiber N, sondern iiber die jeweils
echte Unterstruktur eines rekursiven Datentyps (z. B.
Listen oder Biume) definiert wird.

Funktionen auf Formeln werden begriindet durch:

e Basisfall: fiir jede Variable x; wird f(z;) definiert.
e Rekursionsschritte: fiir jede Verkniipfung (z.B.
A, V, ) wird eine Funktion g, gv, g— definiert, die

die Werte der Funktion auf den Teilformeln
kombiniert.

Beispiele: Die Menge aller Subfunktionen einer
Formel ist durch strukturelle Rekursion definiert als:
sufo(z;) := {x;}
sufo(A A B) := {A A B} Usufo(A) U sufo(B)
sufo(AV B) := {AV B} Usufo(A) Usufo(B)
sufo(—A) := {~A} Usufo(A)

Analog: Menge aller Variablen in einer Formel vars(+).

Semantik

Jede Formel A mit Variablen in {z1,...,2n} wird als
boolesche Funktion [A], : {0,1}"™ — {0,1}
interpretiert:

by 1<i<n
[[xi]]n(bh ceoba) = {O sonst
[AA B]n(bi,...,bn) = min([A]n, [B]n),
[AV B]n(bi,...,bn) = max([A]n, [Bln),
[=A]n (b1, ... bn) =1 — [A]n.-

Semantische Eigenschaften

Viele Eigenschaften von Formeln lassen sich iiber ihre
semantische Interpretation definieren. Beispiele:

e allgemeingiiltig: [A], = (b — 1) fiir alle n € N,

o unerfillbar: [A], = (b — 0) fiir alle n € N,

e crfiillbar: es existiert ein n € N und ein Vektor
b e {0,1}™ mit [A],(b) =1,

o dquivalent: [A], = [B]n fur alle n € N.

Wahrheitstabellen

Die Semantik einer Formel kann durch
‘Wahrheitstabellen dargestellt werden; die letzte
Spalte gibt Werte von [A], an. Erfiillbarkeit,
Allgemeingiiltigkeit und Aquivalenz lassen sich
daraus ablesen.

0,137 [ 2102 | [=2lo | [==2lp | (=1 A —z2)]2
(0,0) 0 0 1 0
(1,0) 1 0 1 1
(0,1) 0 1 0 0
(1,1) 1 1 0 0

Funktionale Vollstindigkeit
Fiir jede boolesche Funktion f :{0,1}" — {0,1}
existiert eine aussagenlogische Formel A mit
[A]l» = f. Diese kann z.B. durch die disjunktive
Normalform (DNF) konstruiert werden.
Normalformen
Rekursive Definitionen fiir Mengen K, und Dy:
Ko =Dg = {xi,ﬁxi ‘ 1€ N}7
Kon = {A A7 | 4 € D,
J
Dnt1 = {\/ 45| 4; € Kn}.
J
Es gilt fiir alle n € N:
Dn Q Kn+1; Dn Q Dn+ly
Kn C Kny1, Kn CDpgr.
Formeln in K3 sind in konjunktiver Normalform
(KNF), solche in D5 in disjunktiver Normalform
(DNF). Jede Formel [A], besitzt dquivalente

Darstellungen in KNF und DNF (Konstruktion iiber
die Wertetabelle und De-Morgan-Transformationen).

Konstruktion der DNF

Die disjunktive Normalform (DNF) einer Formel A
mit Variablen in {z1,...,z,} wird konstruiert durch:

e Bestimmen aller Belegungen be {0,1}", fiir

[A]n(b) = 1.
e Fiir jede solche Belegung b= (b1, ...
Konjunktionsglied K7 gebildet:

Kg= /n\ {Il

. 73
=1 T

,bn) wird ein

wenn b; =1
wenn b; =0

e Die DNF von A ist dann die Disjunktion aller
Konjunktionsglieder:

DNF(A) = \/ K;

b mit [A], (5)=1

Konstruktion der KNF

Die konjunktive Normalform (KNF) einer Formel A
mit Variablen in {z1,...,zy,} wird konstruiert durch:

e Bestimmen aller Belegungen be {0, 1}™, fiir
[A]n(b) = 0.

e Fiir jede solche Belegung b= (b1, ...
Disjunktionsglied Dy gebildet:

D _\n/ —x; wennb; =1
b xT; wenn b; =0

i=1

,bn) wird ein

e Die KNF von A ist dann die Konjunktion aller
Disjunktionsglieder:
KNF(A) = N D;
b mit [A]n (5)=0

Elementare Zahlentheorie

Teilbarkeitsrelation

Fiir ganze Zahlen z,y € Z heisst y ein Vielfaches von
z, wenn es ein t € Z mit y = tx gibt. In diesem Fall
heisst z ein Teiler von y und man schreibt z|y. Die
Menge der natiirlichen Teiler einer Zahl x ist

T(z) :={n € N| n|z}.

Teilen mit Rest

Fiir a,b € Z mit b # 0 existieren eindeutig bestimmte
ganze Zahlen m,r € Z mit
a=mb+r, 0<r<|b.

Fiir natiirliche Zahlen a,b € N mit b # 0 gilt
entsprechend mit m,r € N

a=mb+r, r<b.

Ganzzahlige Division und Modulo
Fiir a,b € Z mit b # 0 werden die Funktionen
div: Nx N\ {0} — Z,
mod : N x N\ {0} — N.
durch

a = div(a,b) - b+ mod(a, b), 0 < mod(a,b) < |b]

definiert. Dabei entspricht div der ganzzahligen
Division und mod dem Rest.

Grosster gemeinsamer Teiler
Fir ganze Zahlen ay,...,ay ist die Menge der

gemeinsamen Teiler
T(a1,...,an) :=T(a1)N---NT(an).
Der grosste gemeinsame Teiler ist definiert als

ggT(a1,...,an) :=maxT(ai,...,an),

sofern nicht alle Zahlen Null sind. Zwei Zahlen
heissen teilerfremd, wenn ihr grosster gemeinsamer
Teiler gleich 1 ist.



Euklidischer Algorithmus
Fiir beliebige ganze Zahlen a, b gilt

T(a,b) = T(a,b— a).
Fiir ganze Zahlen a,b die nicht beide Null sind, gilt
ggT(a,b) = ggT(a,b — a).

Daraus folgt allgemein die rekursive Definition des
geT. Fiir (a,b) € N2\ {(0,0)} gilt:

max(a, b) fallsa=0Vvb=0
ggT(a,b) = ¢ ggT(mod(a,b),b) fallsa>b
gegT(a,mod(b,a)) sonst

Durch Festlegung von ggT(a,b) := ggT(|al, |b]) fiir
a,b € Z wird der euklidische Algorithmus auf alle
ganzen Zahlen erweitert.

Lemma von Bézout
Fiir a,b € Z, die nicht beide Null sind, existieren
ganze Zahlen s,t mit

ggT(a,b) = as + bt.

Die Zahlen s und t heissen Bézout-Koeffizienten. Sie
lassen sich mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus bestimmen.

Erweiterter euklidischer Algorithmus

Der erweiterte euklidische Algorithmus berechnet fiir
a,b € N, die nicht beide Null sind, die
Bézout-Koeffizienten s,t € Z mit

gegT(a,b) = as + bt.

Initialisierung:
ro=a, r1=>o,
so=1, s1 =0,
to =0, t1=1.

Iteration: Fir ¢ = 1,2, ... solange r; # 0:

qi = ,
i

Ti+1 = Ti—1 — qiTq,
Si+1 = Si—1 — GiSi,
liv1 =ti—1 — qils.
Ergebnis: Der Algorithmus terminiert, wenn
Tk+1 = 0. Dann gilt:
ggT(a,b) = ry = asg + bty.

Die Bézout-Koeflizienten sind somit s = s und
t=tg.

Primzahlen

Eine Zahl p € N heisst Primzahl, wenn |T'(p)| = 2;
dquivalent dazu ist p > 1 und T'(p) = {1, p}. Die
Menge aller Primzahlen wird mit P bezeichnet.

e Existenz von Primfaktoren. Zu jeder
natiirlichen Zahl n > 1 existiert eine Primzahl p
mit p | n. Daher lisst sich jede n > 1 als Produkt
endlich vieler Primzahlen darstellen.

e Unendlichkeit der Primzahlen. Es existieren
unendlich viele Primzahlen (klassisches Argument
nach Euklid).

e Euklidsches Lemma. Fiir p € N sind dquivalent:

1. p ist eine Primzahl.
2. Va,b € N(plab = pla V pb).
e Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

(Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede
n > 1 besitzt eine Darstellung

k
.
o= 10
1=1

mit Primzahlen p; < --- < p, und Exponenten
a; € N. Diese Darstellung ist bis auf die
Reihenfolge eindeutig.

¢ Primfaktorzerlegung und ggT. Fiir zwei

Zahlen
n m
a=TTr  b=T1r"
i=1 i=1
gilt insbesondere

min(n,m)

geT(a,b)= [ pmeoh,

i=1
Beispiel: ggT(20,25) =
ggT(22-30.51,20.30.52) = 20.30.51 =5,

Modulare Arithmetik

Kongruenzrelation und Restklassen
Fir n € N definiert man auf Z die Kongruenzrelation

r=ps < nl(r—s).

Die Aquivalenzklasse von z € Z heisst Restklasse und
wird mit

(zln ={z+Ekn|keZ}
bezeichnet.

e Abkiirzend bezeichnet man [z], mit [z] oder Z,
wenn n aus dem Kontext klar ist.

e Jede ganze Zahl ist modulo n eindeutig zu einer
Zahl aus {0, ...,n — 1} kongruent.

e Der Kleinste nicht negative Vertreter einer
Restklasse [z]n wird als Kanonischer Vertreter
bezeichnet und ist gegeben durch mod(z, n).

Rechnen mit Restklassen
Die Menge der Restklassen modulo n ist

Z/n =A{[0]n,[1]n,.-.,[n—1]n}.
Addition und Multiplikation sind wohldefiniert durch

[@ln + Wln = [z +Yln, (20 [y]n = [2y]n.

Additive Inverse und lineare
Gleichungen

Jedes Element [z], € Z/n besitzt ein additives
Inverses [—z], mit

[z]n + [—]n = [0]n.
Daher sind Gleichungen der Form
at+x=>b
in Z/n fir alle a, b stets lsbar.

Multiplikative Inverse
Ein Element [z], € Z/n besitzt genau dann ein
multiplikatives Inverses, wenn

geT(n,z) =1

gilt. Insbesondere besitzt jedes Element ausser 0],
ein multiplikatives Inverses genau dann, wenn n eine
Primzahl ist.

Multiplikatives Inverses berechnen

Das multiplikative Inverse von [a], kann mit dem
erweiterten Euklidischen Algorithmus berechnet
werden, indem man Zahlen z,y € Z mit

ar +ny =1
findet. Dann ist [z], das gesuchte Inverse.

Chinesischer Restsatz

Sind n1,...,n; € N5 paarweise teilerfremd, so
besitzt das Gleichungssystem simultaner
Kongruenzen

T =nq Y1
T =ngy Y2
T =ny, Yk

eine eindeutige Losung in Z/(n1 - - - ny,).
Losen simultaner Kongruenzen

Die Losung kann konstruiert werden, indem man die
einzelnen Kongruenzen 16st und die Lésungen dann
kombiniert. Man definiert

N=ni-ng, N;=

)

N
U

und bestimmt die multiplikativen Inversen M; von
N; modulo n;. Die Lésung des Gleichungssystems ist
dann gegeben durch

k
T =N Z yi N M.

i=1
Kleiner Satz von Fermat
Ist p eine Primzahl und p 1t a, so gilt

p—1 —
a =p L.

Eulersche Phi-Funktion
Fiir n € N ist die Eulersche Phi-Funktion

@(n) =k eN|1<k<n,ggT(k,n) =1}

die Anzahl der positiven ganzen Zahlen bis n, die zu
n teilerfremd sind.

e Ist p eine Primzahl, so gilt (p) =p — 1.
o Fiir k > 1 gilt o(p*) = p* —p*F~ L =p*1(p—1).
o Ist m,n € N mit ggT(m,n) =1, so gilt

@(mn) = ¢(m) - p(n).

. pff T gilt

o=s(o-2)(-2)

e Fiir die Primfaktorzerlegung n = p’fl -
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