Analysis 2

Integrationsmethoden
Substitution

Verwende bei:
[ 1@ ¢ @ ds

Wenn ein innerer Ausdruck g(z) und dessen
Ableitung ¢’ (z) als Faktor vorkommen.
Vorgehen:

1. Substitutionsgleichung fiir
z:u=g(z)

2. Substitutionsgleichung fiir

d d
dx:—u:g'(:v):>dz: v
dx 9'(z)

3. Integralsubstitution:

/f(g(u’v)
/ Ho(@) g

f(u) du,

g(b)
(z)dx = /
g(a)

4. Riicksubstitution (nur fiir unbestimmtes Integral):

/f Fu)+C = F(g(z))+C

Spezialfall:
Fiir eine Funktion f und Konstanten a,b gilt:

/f (ax + b) d

Partielle Integration
Verwende bei:

F(am+b) +C

/u(m) - (x) dx

Bei Produkten zweier Funktionen, insbesondere wenn

ein Faktor sich durch Ableiten vereinfacht (z.B.
x-e®, x-sing, Inx).
Formel:

/u(x) v (2) dx = u(z) - v(z) — /u/(x) ~v(z) dx

b b
/ u(z) v (z) de = [u(x) v(ac)]Z — / u'(z) - v(z) dx

Faustregel (LIATE): Wihle v in dieser
Reihenfolge:

L Logarithmen (Inz)

I Inverse Trig. (arctanz, arcsinx)
A Algebraisch (z™)

T Trigonometrisch (sinz, cosx)

E Exponentiell (e*)

"(z)dz = /f(u) du, unbestimmt

bestimmt

Partialbruchzerlegung

Verwende bei: Integralen rationaler Funktionen

frion

Falls Grad P > @, zuerst Polynomdivision
durchfiihren.
Vorgehen:

1. Reelle Nullstellen von Q(z) bestimmen und Q(z)

in Linearfaktoren zerlegen.
2. Partialbriiche aufstellen je nach Faktorgrad:
A

r—a

e Einfache reelle Nullstelle (z — a):

e k-fache reelle Nullstelle (z — a)*:
A1 A2 Ak
+ o
r—a (z—a)? (z — a)k

3. f(x) mit Summe der Partialbriiche gleichsetzen
und auf gemeinsamen Nenner bringen.

~

Konstanten A; durch einsetzen bestimmen.

5. Einzelne Briiche integrieren:

1
/ der=In|z —zo|+C
T — x0

1 1
/ @20y T A=n@ g T C

Uneigentliche Integrale

Ein Integral heisst uneigentlich, wenn der
Integrationsbereich unbeschrankt ist oder der
Integrand eine Polstelle besitzt. Es konvergiert,
falls der Grenzwert existiert und endlich ist, sonst
divergiert es.

Uneigentlicher Integrationsbereich

/:of@)d“thm / ' @) da
/_boof(x)dx: hm /f
[Zf(x)dx:[wf(w)dx+L f(z) da

Beide Teilintegrale miissen einzeln konvergieren.

Integrale iiber Polstellen

Ist f an der Stelle zg € [a, b] nicht definiert, so wird
aufgeteilt:

/b f(z)dx = lim tf(z) dz + lim+ bf(a:)dm

t—xy Ja t—wxg Jt

Beide Grenzwerte miissen einzeln existieren.

Differentialgleichungen

Differentialgleichung (DGL):
Funktionalgleichung, in der die gesuchte Funktion,
ihre Ableitung(en) und ihre Variablen vorkommen.
Driickt eine Beziehung zwischen einer Grésse und
ihrer Veranderung aus.

e Ordnung: Ordnung der héchsten vorkommenden

Ableitung.

e Allgemeine L6sung: Enthilt bei DGL n-ter
Ordnung n unabhingige Parameter.

e Partikuldre Losung: Durch zusétzliche
Bedingungen festgelegt:
— Anfangsbedingungen:
y(@0), ¥ (o), -, y ™~ (w0)

— Randbedingungen: y(z1), y(z2), ..., y(zn)

e Gewdhnlich: Gesuchte Funktion héngt von einer

Variablen ab (vs. partiell: mehrere Variablen).

Gewohnliche DGL 1. Ordnung

Form: y’ = F(z,y). Falls eine Losungskurve durch
(z0,y0) geht, hat sie dort die Steigung F(zo,yo) —
daraus ergibt sich das Richtungsfeld.

Euler-Schritte (numerisch)

Startpunkt (xo,y0), Schrittweite h:
Tn+1 =zn + h, Yn+1 :yn+h'F(:Cn7yn)

Kleinere Schrittweite = genauere Approximation.

Separierbare DGL

Verwenden bei:

v =f(z) g(y)
Vorgehen:
Ly = % = f(z) 9(y)
T

1
2. Trennung der Variablen: —— dy = f(z) dx

9(v)
1

3. Beidseitig integrieren: /—dy:/f(x) dx
9()

4. Nach y auflésen (falls moglich).
Lineare DGL 1. Ordnung

Verwenden bei:
v + f(z)y=g()
g(z) wird als Storglied bezeichnet.

(@) =0 homogene DGL
T):
g # 0 inhomogene DGL
Losung fiir homogene DGL:

y=C e F®

Loésung fiir inhomogene DGL:

y= /g(x) ceF @) gg . e=F(2)

Anwendungen der Integration

Mittelwert
Fir f(x) > 0 auf [a, b]:

1 b
:717—0,/(1 f(x)dx

Arbeitsintegral

Ist die Kraft ortsabhéngig F' = F(x), so betrigt die
Arbeit auf dem Weg von a nach b:

W:/abF(ac)d:c

Volumen eines Rotationskoérpers
Rotation um die z-Achse
Fir f(x) > 0 auf [a, b]:

b
V= 7r/ (f(:c))Zd:c
Rotation um die y-Achse
Fir z = g(y) > 0 auf [c, d]:

d
V= 7T/ (9())° dy

Mantelflache eines Rotationskorpers
Rotation um die z-Achse
Fir f(z) > 0 auf [a, b]:

,QW/f

Rotation um die y-Achse
Fir z = g(y) > 0 auf [c, d]:

d
M=27r/ g(y) /14 (9'(v))? dy

Bogenlinge einer ebenen Kurve
Lénge der Kurve f(z) auf [a, b]:

s=/ab\/1+(f’(r))2dw

Schwerpunkt
Flache zwischen zwei Kurven

Fliche zwischen fo(z) und fu(x) auf [a, b] mit
Flacheninhalt A:

g = A/ (folx) —

vs =55 [ (@ - @)
Rotationskérper um die z-Achse
Fir f(x) > 0 auf [a, b] mit Volumen V:

(f’(ﬂc))2 dx

Sfu (x)) dzx

b
a?s:E/x'fz(x)dﬂ% ys =0, 2z5=0
Vi/a

Rotationskérper um die y-Achse
Fir z = g(y) > 0 auf [c, d] mit Volumen V:

i d 2
zs =0, ys =1, y-9-(y)dy, z5=0
C



Taylorreihen
Taylor-Polynom & Taylor-Reihe

Das Taylor-Polynom vom Grad n von f um zg:
(k)
I
Die Taylor-Reihe von f um xzg:

Z f(k>($0

_xo)k

(k) (o
Idee: Die Koeffizienten aj, = fi(!lo) werden so
gewdahlt, dass bei xg alle Ableitungen bis Grad n mit

f tbereinstimmen.
Wichtige Taylor-Reihen (um zy = 0)

Ok 23

xr __ D P —_
e —Zk'—lJr +2l+3,+
2k+1 x3 0
. 1y a2
sin(e) = Z( 2k+1) TR
ZB2 $4
cos(z) = Z( 1)k —I—E—I—E—

Zusammengesetzte Funktionen: Bekannte Reihe
nehmen und Argument ersetzen.

2 2k
Bsp: e7% = ZZC’:O(—l)kzk—!,
. 6k+3
sm(:v3) = Zzozo(il)k%
Konvergenz

f(x) ist durch ihre Taylor-Reihe darstellbar, wenn
f(z) = ty(z) im Konvergenzbereich gilt, also fiir
alle z, bei denen der Wert der Reihe exakt dem
Funktionswert entspricht.

Potenzreihe (Verallgemeinerung)

o0
= Zak Sz —z0)*
k=0

Taylor-Reihen sind spezielle Potenzreihen mit
ay, = f”“;(!ﬂm).

Konvergenzradius

Fiir jede Potenzreihe existiert ein r» > 0, sodass:
e |z —xzo| < r: Reihe konvergiert

e |z —xo| > 7 Reihe divergiert

e |z — xo| = r: keine allgemeine Aussage

r = oo bedeutet Konvergenz fiir alle z € R.
Quotientenkriterium

Berechnung des Konvergenzradius:

ag

r = lim

z € (xo —r,xo + 1), Jim

ak41

Rechnen mit Potenzreihen

Innerhalb des Konvergenzbereichs wie Polynome
behandelbar:

e Ableitung: Gliedweise:

o0

Pl(z) = (k+1)apt1 (z —z0)*
k=0

o Integration: Gliedweise:

/P dw*

e Addition/Subtraktion/Multiplikation wie bei
Polynomen.

Fehlerabschitzung (Restglied)

Fehler bei Abbruch nach Grad n:

(z — xo)kJrl

k+1

_ n+1
(@) < | E 20T ax |7 (o)
(n + 1)' z€[min(zg,z), max(zg,z)]
Anwendungen
Numerische Berechnung
Funktionswerte durch endlich viele Summanden
approximieren. Bsp:
in(1.2) ~ 1.2 12 12 LY = 0.9320
sin(1.2) ~ 1. 77+777— .

Approximation von Integralen

Integrand durch Taylor-Polynom ersetzen und

integrieren. Bsp:
Lo 1 4
/ e’ dwz/ 1422 de ==
0 0 3
Grenzwerte bestimmen
Funktionen durch Taylor-Reihen ersetzen, kiirzen,
einsetzen. Bsp:
.2 4
1—cosz S-Tt 1

lilm —=1lim =——%  — _
z—0 2 x—0 z2 2

Regel von Bernoulli-L’Hépital

Fiir £2) mit unbestimmtem Ausdruck 2 oder = bei
g(x) 0 oo

Tr — I0:
i T@) f' ()
m ——:7 = m
T—xz( g(gj) T—x( g’(g;)
Begriindung: Das Verhiltnis der Summanden mit
kleinstem Exponenten bleibt beim Ableiten erhalten.
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