Definition einer Funktion mit mehreren Variablen

Gegeben seine zwei Gleichungen

In Funktionen = 0 umwandeln
fil@y, @) =22+ 2y —11=0
folwy, @) =) +23—T=0

Spline-Interpolation

Numerische Integration

gel / Trapezregel

Modifiziertes Euler-Verfahren (Heun)

2Zwei Bedingungen sind frei wahlbar
. Naturllche kubische Splinefunktion
0

Interpolation
(3

3) =0
. Perlodlsche kub\sche Splinefunktion

TS =S

In Gleichungssystem umwandeln

; filzy,2)\ _ (o] +a,—11
fa@)= (l,;”; ,j))*(;,ﬂl 7) (), R R

Nullstellen einer nichtlinearen Funktion mit n unabhéngigen Variablen mit Newton-Verfahren fiir

( )
. «nol a knot» kublsche Splinefunktion
z

Zur Approximation von

/ flz)da
Rf= f(”“’) e (b-a)
(u)+f(b)

rp= L0, )

Summierte Rechteckregel / Trapezregel

Systeme

£:R =R mit f(z) =0

Spline-Interpolation: Natiirliche kubische Spline

artielle Ableitun

In einer Dimension

« Die Koeffizienten a;, b;, c; und d; der Polynome S, fiir i = 0,1, ...,n — 1 berechnen sich wie

folgt:
1. q,

Konstante Breite h =z, , —

=ttunda, =a+i-hfiri=

= h

B =h- 4

1) l;f(z,+2)
THR) =h- (M + Zf(r,))

speichern:
T =@ +h
vt =y he flrLy)
ky = flz;,0:)

Schritte wiederholen ausgehend von z, = a.

Klassische Euler-Verfahren durchfiihren und die erste Tangentensteigung in der Variable &,

Zweite Tangentensteigung am Punkt (., , yF"“’) berechnen und in k, speichern:

= [, ¥20)
Durchschnitt der Steigungen X352 bilden und damu einen Schritt h vom urspriinglichen Punkt
(x;,y;) machen:
Ty =T;+h
By +k
Vit :vﬁrh'%

Lokaler Fehler

te gt

$5(h) = $T1R) +2R1M)

und der Naherung:
P(@i h) = y(Ti) = vin
Num. Verfahren hat die Konsistenzordnung p falls gilt:
[p(a;, h)| < C- b+t

Der lokale Fehler (nach einer Iteration) ist definiert als die Differenz zwischen dem exakten Wert

fiir genligend kleine h und einer Konstante C' > 0, die von der Differentialgleichung abhangt.

Globaler Fehler

Fehlerabschétzung

‘/ f(z)de — Rf(h) <7(b7a) max\f( )|

@) dz — TF(h)| < 7(), —a)-

12

n}fﬁ\f ()]

) max |/ (@)

z)dz — Sf(h)| <

- 2880

Der Fehler (nach n Iterationen) ist definiert als die Diff. vom exakten Wert und
der Naherung:
(@) —yu
Num Verfahren hat die Konvergenzordnung p falls gilt:
[y(@n) =ya| <C - A7

fr gentigend kleine h und einer Konstante C > 0, die von der Differenzialgleichung abhéngt.

Gauss Formeln fir Gradn =1,2,3

-1

2040 = ) (Df(a)) - ()

F(zy) = lim Sz + Az) — f(=o)
) h DI . R Az 4 Berechnung der Koeffizienten ¢,, ¢,, ..., ¢, ; aus dem Gleichungssystem
n mehreren Dimensionen =
1. Ableitung nach x: 2 (h +h R e
A o 1+ hicy T
.= = fim LAY~ f@y) 2. fallsn > 4 giltfiri=2,..n—2 -
2. Ableing nachy: - Az50 Az Rima€iy + 20y + h)e;  hycyyy = 3L — gl
i » _ _ i {@Y+8Y) @y VA Y
f= A, Ay
z = f(z,y) = 3vy® + 102%y + 5y + 3y - sin(5zy) de—
1 r/‘+m 22y 40+ 3y - cos(5ay) 5-1-y Ahgth) e==
1022145 3-1- 3 1 to i "
2410221451+ sm(Ju/) +3y- cos(au/) 5z )( . ) ahy
: Ao By 2(hy+hy) By
mehreren Variablen .
g Mg 2+ hs) [
Jacobi Matrix 2y + Iy 1)
Sei f:R" — R™ mity = f(z) und z = (,,,...,,)" € R". Die Jacobi-Matrix D f(x) enthélt
samtliche partiellen Ableitungen 1. Ordnung von f.
c= z=
Ym = fntw) "
Ausgleichsrechnung
Nor i (lineares A i /LsQ)
Linearisieren - “verall te Tangentengleichung”
allg ATAN = ATy
Es gilt f(z) ~ g(z) in einer Umgebung des Vektors z*) F1@1) fo(@1) = fonay) A
9(@) = 7(a) + Df(e) - (=) B) o) Fey " I
« Fir den speziellen Fall f : R> — R liefert die Linearisierung die Gleichung der Tangentialebene. A= : : Y ly= : A= :
Newton-Verfahren ) Si(@n) f2(z7f? fonta,) ) Un ) /\771.
+ m x m Matrix AT A ist schlecht konditioniert, d.h. via Gauss-Algorithmus I8sbar aber i.d.R.

Fir ungleichméassige Stiitzstellen x; :

n=1 G,f:(b—a)-f(b+u)

n=2 :
sl ) (5 22
n=3
ot ) o)
ey

Klassisch
ko= flan)
by = S+ Gyt gh)
ks = flo+ b+ o)
ky = flz;+hy; + hky)
T = z,+h
Yisr = Ui+ he 3Ry + 2k + 2Ky + ky)

vierstufiges Runge-Kutta Verfahren

s-stufiges Runge-Kutta Verfahren

n-1

ko= f| @it euh g+ Ry auk,

m=1

fiir n = 1. s

Vit = v +hD bk,
n=1

ungenau,
+ Via QR-Zerlegung gibt es eine stabilere Methode, um die Normalengleichung zu lésen:

* Hierbei ist s € N die Stufenzahl und a,,,,, b,,, ¢,

b, b, . b, b,
sind Konstanten. Die Konsistenz- und
Konvergenzordnung hangt von der Wahl dieser Konstanten ab.

Butcher Tableau

g(z) ist die Storfunktion (inhomogen, daher mit +b)
v =cy+ay +ey’ +g@)
Zustandsvektor definieren:

* 2y = Cozg + €121 + €2y + g(a)
Matr\xform bilden (2" = A -z + b):

2z 010\ (% 0
Zl=]oo1|-[z]+]| o0
%) \weaa) \n) \d

DGL Zuriickfiihren auf 1. Ordnung (Beispiel 3. Ordnung)

Li(x) =

=04 T T

i
Wobei n + 1 die Anzahl Stiitzpunkte/Datenpunkte ist.

e
Falls kein minimales p gefunden werden kann, rechne mit p = 0 weiter
Schritt 3: (Gauss-Newton)

AL = \(B) 4 (k)

« Sind die y; Funktionswerte einer geniigend oft stetig differenzierbaren Funktion f (also y; =
f(x;)), dann ist der Interpolationsfehler an einer Stelle = gegeben durch
e lle —ao)e ) —z)l ey

Byl <
ol < (mn+ 1) e =

Schritt 3: (gedampftes Gauss-Newton)

e w0
2

_ —or ba _ -
Durch die Substitution 3" := —(Df(«")) ™" - f(a(") kann man die Berechnung der Inverse A=QR=RA=Q"y Mit h; = %* und n; = 27 und ; = a + ih;
umgehen: = ~ Romb T =
1. LGS von &™) I6sen (4 einfach als Vektor behandeln): ombarg U=
Df(z™)s™ = —f(a™) Gegeben sind n Wertepaare (z;, ;) und Ansatzfunktionen £, = £, (A, ..., A, ) mitm Tio Tih Ti> Tis
2. Iterationschritt: A ER. Too
2+ = g 4 5 Gesucht sind m Parameter A = (A,, ..., A,,)” so, dass das nichtlineare Fehlerfunktional E(f) N
Q ische K g E(H) =3 i~ F,(Ms oo Ao 7,))” — min Top = 4T0Te
: / N
Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch gegen #, wenn D£(%) regular ist und f 3- ) L = |y — (VI3 = min T T, — 16T0u-To
mal stetig differenzierbar ist (3-mal partiell ableiten moglich). imal wird unter allen zulassigen Belegungen der Parameter A, wobei 10 < ~ 2= 15
PYNDY ToriA e
Newt: fahren Ay m) P ) Ty = 4T20-T1o Tos = %4T12-Toz
Ve | 2O A) Toh s Ami) 1 3 03 63
FO) = FOy oo Ay) = : LAy ~ N
1. LGS von 6! I6sen, dabei D f(x ') einmal auswerten: I : 16To1— T
Df(x0)5 = — f(at) WA Foarhmen) Too Tip = 19721 Tu
2. Iterationschritt: N A N e
2+ 1= g 5 | |t Ty =TT
Gedémpftens Newton-Verfahren Vo A - %
fi Das System A\ = y heisst Fehlergleichungssystem. o
Urn = G erster Spalte. Diese mit Tf(h_j) berechnen, dann nach rechts rechnen.
. Berechne 6 " als Losung des LGS G Newt
Df(2™)5" = —f(a auss Newton Differentialgleichungen
+ Finde das minimale k € {0, 1, ..., Ky } mit Berechne die Funktion g()) sowie deren Jacobi-Matrix Euler-Verfahren
o =
LF(e + 20 ) 1 <1 £(=) 1, — 9N =y =S, Dy < o] Afangswerprobem .
(k) Y= flz.y) mit yla) =y,
« Falls kein minimales k gefunden werden kann, rechne mit k = 0 weiter Schritt 1 Berechne 91 als Losung des Ime:ren Ausgl:\chs[’):\oblems g =2 +h
- Setze min [|g(A®)) + Dg(A®)) - § H2 v =yt he {0
O™ d.h. I8se konkret das folgende Normalgleichungssystem nach %) auf ih fii Tund o boa
2 = ) 4 S - 9 nalgieichungssys 9 Mitzy = a, z; = a+ihfiri=0,...n—1und h = =
2 Dy Dg(N®)51) = ~Dy(x¥)T - ()
Dies wird am stabilsten mit der QR-Zerlegung von Dg(s'¥)) erreicht fahren
Interpolation Do) = QR R = QHTg(x®)
Polynom-Interpolation: Lagrange Interpolationsformel Schritt 2: (Nur beim gedampﬂen Gauss Newton) P +%
F,(x) lautet in der Lagrangeform Finde das minimale p € {0, 1, . P 2 h
Unpa = Vi + 5 Flw)
o \ ok
9| M+ || < eI, T mmAh
Die Lagrangepolynome vom Grad n sind definiel 2r 2 Yier =Y+ f(22,002)




https://github. josi: h: 5-



https://github.com/josias-r/zhaw-sem5-summaries
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