Theoretische Informatik

Alphabete, Worter und Sprachen
Alphabet

Ein Alphabet ist eine endliche, nichtleere Menge von
Symbolen. Das Bsp.:

Y= {a’a b, C}7 Ybool = {07 1}7 Ylat = {a,b,c' o 72}

Worter

Ein Wort iiber einem Alphabet ist eine endliche Folge
von Symbolen aus diesem Alphabet. Das leere Wort
wird mit € bezeichnet.

z;, €Y, neN

w=(21,22,...,%Tn),

Die Lange eines Wortes w ist die Anzahl der
Symbole, also |w| = n. Die absolute Héufigkeit eines
Symbols a in einem Wort w wird mit |w|q
bezeichnet. Zuséatzlich gilt:

lel =lela =0, a€x

Spiegelung und Palindrome

Mit w? wird das Spiegelwort von w bezeichnet, also
die Umkehrung der Symbolfolge.

wht = (z1, 22, ...

R
Tn) " = (Tn, Tn-1, ..., T1)
Wenn w = w? gilt, dann ist w ein Palindrom.

Wéoérter der Linge k

Die Menge aller Worter der Léange k iiber einem
Alphabet ¥ wird mit ¥ bezeichnet:

K= fwe s | jul = k}
Unabhiingig von X gilt stets ©° = {£}.
Kleenesche Hiille

Die Menge aller Worter tiber einem Alphabet ¥ wird
mit X* bezeichnet:
* U Ek

k>0

Die Menge aller nichtleeren Wérter tiber ¥ wird mit
2+ bezeichnet:

St =50\ {e)

Teilwortrelationen

Infix v ist Infix von w <= Es existieren z,y € ¥*
mit w = xvy.

Prifix v ist Prifix von w <= Es existiert y € ¥*
mit w = vy.

Suffix v ist Suffix von w <= Es existiert x € ¥*

mit w = zv.

Man spricht von einem echten Infix/Prafix/Suffix,
wenn v # w gilt.

Konkatination

Die Konkatenation von zwei Wortern x und y ist die
Aneinanderreihung der Symbole von z gefolgt von
den Symbolen von y:

zoy=uay=(T1,22,...,%n,Y1,Y2,--,Ym)

Die Linge der Konkatenation ist die Summe der
Léngen der beiden Worter:

2| + |yl

Die Konkatenation mit dem leeren Wort & hat keine
Auswirkung auf das Wort:

lzy| =

WE = W = w

Wortpotenzen

Die n-te Potenz eines Wortes x wird fiir alle n € N
rekursiv definiert als

Die Potenzierung mit der Kleeneschen Hiille ergibt
die gleiche Menge:

Sprache

Eine Teilmenge L C ¥* von Wortern heisst Sprache
tiber dem Alphabet . Es gelten die folgenden
Eigenschaften:

e {} =0 ist die leere Sprache fiir jedes Alphabet 3.

e {c} ist die Sprache, die nur das leere Wort enthélt,
fiir jedes Alphabet 3.

e X* ist die Sprache aller Worter iiber X.
e ¢ ist nicht allgemein in jeder Sprache L enthalten.
Konkatenation

Die Konkatenation von Sprachen A und B ist
definiert als die Menge aller Konkatenationen von
Wéoértern aus A mit Wortern aus B:

AB ={uv|u € A,v € B}

Die Konkatenation von Sprachen ist assoziativ, aber
im Allgemeinen nicht kommutativ:

(AB)C = A(BC), AB# BA

Ist A eine Sprache iiber ¥ und B eine Sprache iiber
I', so ist AB eine Sprache iiber U T".
Kleenesche Hiille

Die Kleenesche Hiille A* einer Sprache A ist definiert
als die Vereinigung aller Potenzen von A:

A* = U Ak
k>0

Dabei ist A = {e} und AFt! = AFA. Die
Kleenesche Hiille erfiillt die Eigenschaft:

Entscheidungsproblem

Sei eine Sprache L C ¥* gegeben. Das
Entscheidungsproblem fiir L besteht darin, fiir ein
beliebiges Wort x € ¥* zu entscheiden, ob x in L
enthalten ist oder nicht:

. JA wenn = € L,
reEX —
NEIN wenn z ¢ L.

Regulidre Ausdriicke (RA)

Reguldre Ausdriicke sind ein formale Sprache zur
endlichen Beschreibung (méglicherweise unendlicher)
Sprachen iiber einem Alphabet 3.

Syntax

Die Menge RAyx der regulidren Ausdriicke iiber X ist
induktiv definiert durch:

e O, € RAy

e X C RAy

e Re RAy = (R*) € RAy

e R,Se€RAx = (RS) € RAx

e R,SeRAx = (R|S) € RAx

Die Menge RAy der regulidren Ausdriicke iiber dem

Alphabet X ist eine Sprache iiber dem Alphabet
E U {61 ®7 (’ )7* b |}‘

Abkiirzungen
RT := RR*
R?:=(R|e)
[Ri,...,Rg]:==R1 |- | R

Prioritédtsreihenfolge: () > * > + > |

Semantik
Jedem regulidren Ausdruck R wird eine Sprache L(R)
zugeordnet:

L(e)=10

L(e) = {¢}

L(a) ={a} firaeXx
L(R") = L(R)"
L(RS) = L(R)L(S)
L(R|S) = L(R) U L(S)

Eine Sprache A C ¥* heisst reguldr, falls es einen
regulidren Ausdruck R mit A = L(R) gibt.
Rechenregeln

Fiirjedes Alphabet ¥ und alle regulidren Ausdriicke
R,S,T € RAy, gelten die folgenden Identitdten:

L(R|S)=L(S| R)
LR|(S|T)) =L(R|S)|T)
L(R(S | T)) = L(RS | RT)

L(R | R) = L(R)
L(R(ST)) = L((RS)T)
L((R")") = L(R")

Endliche Automaten

Grundidee
Endliche Automaten (EA) sind speicherbeschrinkte
Berechnungsmodelle zur Erkennung formaler
Sprachen. Der einzige interne Speicher ist der aktuelle
Zustand. Ein Eingabewort wird sequenziell gelesen;
Akzeptanz wird iiber Endzusénde entschieden.
Deterministische endliche Automaten
Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) ist
ein Tupel

M =(Q,%,6,q0, F)
mit
e endlicher Zustandsmenge Q,
e Alphabet X,
o totaler Ubergangsfunktion 6 : Q x ¥ — Q,
e Startzustand qo € Q,
e Endzustandsmenge F' C Q.

Graphische Darstellung
Der Ubergang §(qo, a) = q1 wird grafisch dargestellt

als

(——()
Konfigurationen
Eine Konfiguration ist ein Paar

(gw) €Qx X"

mit aktuellem Zustand ¢ und Restwort w.
Berechnungsschritte
Die Ein-Schritt-Relation ist definiert durch

(g, w) Far (P, T)

genau dann, wenn w = az mit a € ¥ und (g, a) = p.
Die reflexiv-transitive Hiille wird mit

(q7 ’LU) l_jw (p7 33)

bezeichnet.
Akzeptanz und Sprache
Fiir w € ¥* startet die Berechnung in (go, w). w wird
akzeptiert, falls

(q0,w) By (gr,¢€)
Die erkannte Sprache ist
L(M) ={we X" | (q,w) Fis (g5,¢) fiir ein gy € F }.
Nichtdeterministische endliche
Automaten

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA)
hat dieselbe Struktur

M= (Q7276zq01p)

fiir ein gy € F.

wobei

§:QxX—PQ)
gilt. Damit sind mehrere Folgezustinde pro Symbol
moglich.
Akzeptanz: Es existiert mindestens ein Lauf, der in
einem Zustand aus F' endet.



Aquivalenz von DEA und NEA

Ein NEA N = (Qn,%,0n,90N, Fn) kann in einen
equivalenten DEA D = (Qp,%,dp, 9D, Fp)
iiberfithrt werden durch

e Qp =P(Qn) (Mengen von NEA-Zustédnden),

e Fp ={SCQnN|SNFy #0} (DEA-Endzusténde
sind Mengen, die mindestens einen
NEA-Endzustand enthalten),

e 6p(S,a) =Uges0n(g,a) fir SCQnunda € X
(Menge aller Zustédnde, die durch a von einem
Zustand in S erreichbar sind),

e-Ubergiinge

e-NEAs erlauben Uberginge ohne Symbolkonsum mit

5:Q x (Bu{e}) = PQ).

Auch e-NEAs sind durch Eliminierung von
e-Ubergéngen und anschliessende Determinisierung
zu DEA &quivalent.

Aquivalenz DEA und RA

Jede von einem DEA erkannte Sprache kann durch
einen reguldren Ausdruck beschrieben werden, und
umgekehrt. Diese Sprachen werden als reguldre
bezeichnet. Reguldre Sprachen sind durch
verschiedene Formalismen dquivalent beschreibbar,
darunter DEA, NEA | e-NEA und regulidre Ausdriicke.

e Akzeptierende Mech.: DEA, NEA, e-NEA

o Beschreibungsform: regulidre Ausdriicke

Abschlusseigenschaften regulérer
Sprachen

Die Klasse der reguldren Sprachen ist unter
verschiedenen Operationen abgeschlossen.

Seien L, L1, Ly C ¥* reguldre Sprachen. Dann sind
ebenfalls regulér:

e Vereinigung: L1 U Lo

e Konkatenation: L Lo

o Kleenesche Hiille: L*

e Komplement: L = ¥*\ L
e Schnitt: L1 N Lo

e Mengendifferenz: L1 \ L2

Zustandsklassen

Zu jedem Zustand p eines Automaten M gehort die
Zustandsklasse

[p] = {w € ¥* | M endet nach dem Lesen von w in p}.

Die Zustandsklassen besitzen folgende Eigenschaften:

e Die Menge aller Wérter wird durch die Klassen

partitioniert:
»* = J Ip)
PEQ

e Fiir verschiedene Zustéinde sind die Klassen
disjunkt:
[PIN[g] =0 firp+#gqg

e Die von M akzeptierte Sprache ergibt sich als
Vereinigung der Klassen akzeptierender Zustédnde:

L) = J Il

peF

Grenzen endlicher Automaten

Ein endlicher Automat hat nur endlich viele
Zustande und deshalb nur begrenzten Speicher.
Landen zwei Worter  und y im selben Zustand,
kann der Automat sie nicht mehr unterscheiden.
Dabher gilt fiir jedes Fortsetzungswort z € ¥*:

rz € L(M) < yz € L(M).

Woérter derselben Zustandsklasse verhalten sich also
bei jeder Fortsetzung gleich. Damit kann man
Mindestzahlen fiir die benétigten Zustédnde eines
Automaten ableiten.

Kontextfreie Grammatiken

Eine kontextfreie Grammatik (KFG) ist ein Tupel
G=(N,%,P,S)

mit

e Alphabet der Nichtterminalen N,

e Alphabet der Terminalen ¥ mit NNX = (),

e Endliche Menge Produktionen
PC N X (NUX)*,

e Startsymbol S € N.
Eine Produktion hat die Form

A—a mit AeEN, ac (NUD)".
a € (N UX)* wird auch als Satzformel bezeichnet.

Ableitung
Der Ableitungsschritt ist definiert durch

uAv =g uaw

genau dann, wenn A — «a € P und u,v € (N UX)*.

Die reflexiv-transitive Hiille wird mit =7, bezeichnet.

Erzeugte Sprache
Die von G erzeugte Sprache ist
LG)={weX |S=5w}

Eine Sprache L C ¥* heisst kontextfrei, falls es eine
KFG G mit L = L(G) gibt.

Links- und Rechtsableitung

e Linksableitung: In jedem Schritt wird das
linkeste Nichtterminal ersetzt.

e Rechtsableitung: In jedem Schritt wird das
rechteste Nichtterminal ersetzt.

Beide beschreiben dieselbe erzeugte Sprache.

Ableitungsbaum

Ein Ableitungsbaum reprisentiert die hierarchische
Struktur einer Ableitung:

e Wurzel ist S.
e Innere Knoten sind Nichtterminale.
e Blitter sind Terminalsymbole.

Die von links nach rechts gelesenen Blitter ergeben
das erzeugte Wort.

Mehrdeutigkeit

Eine Grammatik ist mehrdeutig, wenn es ein Wort
w € L(G) mit mindestens zwei verschiedenen
Ableitungsbidumen gibt. Eine Sprache heisst inhérent
mehrdeutig, wenn jede Grammatik, die sie erzeugt,
mehrdeutig ist.

Kellerautomaten

Kellerautomaten (KA) erweitern endliche Automaten
um einen Stack (Keller) als Speicherstruktur mit
LIFO-Zugrift. Sie erkennen genau die Klasse der
kontextfreien Sprachen.

Deterministischer Kellerautomat
Ein deterministischer Kellerautomat ist ein Tupel

M =(Q,%,T,6,q0,8, F)
wobei
e (Q eine endliche Menge von Zustidnden,
e X ein endliches Eingabealphabet,
e I ein endliches Kelleralphabet,
e §:Qx X xTI'— Q x I'* eine Ubergangsfunktion,
® go € @ der Startzustand,
e $ €T das Startkellersymbol,
e F C @ die Menge der akzeptierenden Zustéande.

Damit der Determinismus gewéhrleistet ist, gilt fiir
jeden Zustand g und alle Symbole a € ¥ und = € T,
wenn 6(q, a, ) definiert ist, dann ist d(q, e, x) nicht
definiert und umgekehrt.

Graphische Darstellung

Der Ubergang 6(qo, a,z) = (q1,w) wird grafisch

dargestellt als
(@)

Nichtdeterministischer Kellerautomat

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat wird durch
den selben Tupel wie der deterministische definiert,
jedoch ist die Ubergangsfunktion:

0:Qx (XU{e}) xI' - P(QxT™)

Sie sind méichtiger als deterministische
Kellerautomaten. Bsp: {aa®|a € {0,1}*}

Konfigurationen
Eine Konfiguration ist ein Tripel

(gw,7) €EQ x T* xI'*
mit aktuellem Zustand ¢, Restwort w und
Kellerinhalt v (oberstes Symbol).

e (go,w,$) ist die Startkonfiguration.
e (g,&,7) ist eine Endkonfiguration.

Berechnungsschritt
Ein Schritt
(g, aw,zB) Fur (p,w,vB)
ist méglich, falls (p,v) € §(g,a,z) fir a € 3.
Ein e-Schritt
(q7 w, x/ﬁ) l_]\/I (p7 w, ’YB)
ist moglich, falls (p,v) € d(q, ¢, x).
Die reflexiv-transitive Hiille wird mit -3, bezeichnet.
Akzeptanz

Ein Wort w wird von M akzeptiert, wenn es eine
Berechnung gibt, die von der Startkonfiguration
(qo,w,8) zu einer Endkonfiguration (gy,e,y) mit
gy € F und v € I'* fiihrt:

w e L(M) — (quwv $) '_}k\/l (vaav’y)
Beziehung zu Grammatiken

Eine Sprache ist kontextfrei genau dann, wenn es
einen nichtdeterministischen Kellerautomaten gibt,
der sie akzeptiert.

Turingmaschinen

Grundidee
Eine Turing-Maschine (TM) ist ein endlicher
Automat, ergéinzt um einen Lese-/Schreibkopf und
ein beidseitig unendliches Band von Zellen. Die
Eingabe steht zu Beginn auf dem Band; alle iibrigen
Zellen enthalten das Leerzeichen ..
Deterministische Turing-Maschine
Eine deterministische TM ist ein 7-Tupel

M = (Q,3,T,8,90, 0, F)
mit
e endlicher Zustandsmenge Q,
Eingabealphabet ¥ mit X C T,
Bandalphabet I' (endliche Menge von Symbolen),
Ubergangsfunktion 6 : Q x I' — Q x I' x {L, R},
Startzustand qg € Q,
e Leerzeichen L € '\ X,
e Menge akzeptierender Zustinde F' C Q.

Graphische Darstellung
Der Ubergang (qo, X) = (q1,Y, D) wird dargestellt

als
()2 ()

wobei D € {L, R} die Bewegungsrichtung des Kopfes
angibt.



Konfiguration
Eine Zeichenreihe
K=X1X2...X;-19¢X;Xit1...Xn

heisst Konfiguration von M, wobei g € @ der aktuelle

Zustand ist und der Kopf iiber X; steht.

Startkonfiguration: Ko = ¢oX1X2 ... Xn (Kopf

auf erstem Zeichen).

Berechnungsschritte

Fiir 6(q, X;) = (p, Y, R) (Bewegung nach rechts):

D CEER D, CI ...X¢,1YpX¢+1...

Fiir 6(q, X;) = (p,Y, L) (Bewegung nach links):

.A.Xifl le = ...Xifngifl YXZ'+1...

Berechnung
Eine Berechnung auf Eingabe w € X* ist eine
endliche Folge

KoFKiF---F K,

wobei K die Startkonfiguration ist und aus K,

keine Bewegung mehr moglich ist. Kurzschreibweise:

Ko F* Kp.

Sprache einer TM

Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M)={w|qwt" apB, p € F und o, € I'*}.

Eine Sprache, die von einer TM akzeptiert wird,
heisst rekursiv aufzihlbar. Die Klasse der rekursiv
aufzidhlbaren Sprachen umfasst u. a. alle
kontextfreien Sprachen.

Erweiterungen von TM

TM mit Speichern

In der Zustandssteuerung werden zusétzlich endlich
viele Datenzustinde gespeichert. Ist nur eine
Vereinfachung: Qneu = @ X I* fiir k Speicher.
TM mit mehreren Spuren
Das Band hat n Spuren; jede Zelle speichert ein
n-Tupel. Simulation durch I'ney = I'"™.
TM mit mehreren Bindern
Die TM besitzt & B:a.“nder mit je einem unabhingigen
Lese-/Schreibkopf. Ubergangsfunktion:

5:QxI* 5 Qxr* ><{R,L,S}’C

Satz: Jede Sprache, die von einer mehrbiandigen TM
akzeptiert wird, wird auch von einer TM mit nur
einem Band akzeptiert (Simulation mit 2k Spuren).

Nichtdeterministische TM (NTM)
Eine NTM hat die Ubergangsfunktion
0:QxTI'—=P(QxT x D).

Satz: Jede Sprache, die von einer NTM akzeptiert
wird, wird auch von einer deterministischen TM
akzeptiert (Simulation iiber Breitensuche aller
Konfigurationen).

Beschrinkungen von TM
TM mit semi-unendlichem Band

Das Band ist nur in eine Richtung unendlich.
Satz: Jede TM kann durch eine TM mit
semi-unendlichem Band und zwei Spuren simuliert
werden.

Maschine mit mehreren Stacks

Eine k-Stack-Maschine ist ein DKA mit k Stacks.
§:QxTyx-+-xTp >QxI] x--- XTI}

Satz: Jede TM kann durch eine 2-Stack-Maschine

simuliert werden (Bewegung durch Verschieben der

Inhalte zwischen den beiden Stacks).

Zdhlermaschine

Eine Z&hlermaschine (Counter Machine) mit k
Zahlern entspricht einer k-Stack-Maschine, bei der
Stacks durch Zghler in N ersetzt werden. Nur =0 /
# 0 unterscheidbar; Inkrement/Dekrement um 1.
Satz: Jede TM kann durch eine 2-Zihler-Maschine
simuliert werden. (via: TM — 2-Stack — 3-Zdhler —
2-Zahler).

Stack als Zahl (Basis k): Der Zustand

s = X1X2...X, eines Stacks mit k — 1
Stacksymbolen kann durch einen Zihler z kodiert
werden.

n—1
2= Xp_i k"1
=0

PoOp: zZnew =2+ k, X =2
push(X;) : znew = 2 - k+ X;
Der Dritte Zahler k£ dient zur Berechnung.
3 Zihler — 2 Zihler: Die drei Zéhler mit den
Werten 14, j, k werden als z = 2¢ - 37 - 5% in einem
Zahler kodiert. Mit dem zweiten Zihler wird
gerechnet.

mod k

Universelle Turingmaschine

Eine universelle TM (UTM) simuliert jede
beliebige TM M, sofern deren Codierung Codj,
zusammen mit der Eingabe w iibergeben wird.

Kodierung einer TM

Jede TM lisst sich als Binérzeichenreihe iiber {0,1}

kodieren:

1. Zustédnde: q; = start, go = akzeptierend,
q3,-..,qn = weitere Zusténde.

2. Bandsymbole: X1 =0, X2 =1, X3 = .,
X4,..., Xy = weitere Symbole.

3. Richtungen: D1 = L, D2 = R.

4. Transition: §(¢;, X;) = (qk, X1, Dm) wird kodiert
als

0'10710%10'10™

5. Gesamte TM: Alle Transitionen C; werden

durch 11 getrennt:
C111C211C311---

Durch Voranstellen einer 1 entsteht eine eindeutige
Zahl (Gédelnummer).

Definition

Eine TM M; heisst universelle Turingmaschine,
wenn sie die Eingabe Cod ;111w verarbeitet und das
Ergebnis von M auf w liefert (fiir alle M, w). Die
Folge 111 trennt die TM-Kodierung von der Eingabe
w.

Berechenbarkeitstheorie
Church-Turing-These

Intuitiv berechenbar: Funktionen, die durch ein
mechanisches Verfahren berechnet werden kénnen.
Turing-berechenbar: Funktionen, die von einer
TM berechnet werden kénnen.
Church-Turing-These: Die Klasse der
Turing-berechenbaren Funktionen stimmt mit der
Klasse der intuitiv berechenbaren Funktionen
iiberein.

Gandy’s These M: Alles, was mit einer endlichen
Maschine berechnet werden kann, ist bereits
Turing-berechenbar. Nicht formal beweisbar.

Turing-berechenbare Funktionen

Eine TM T = (Q, %, T,...) als partielle Funktion

T:X* > T'*:

T(w) = u falls T auf w mit v auf dem Band anhélt
" |t falls T bei Input w nicht anhilt

f:X* = I'* heisst Turing-berechenbar, wenn es

eine TM T gibt mit T(w) = f(w) fiir alle w wo f
definiert ist.

LOOP-Programme
Syntax:

e Zuweisungen: x = y + cund x =
xz,y Variablen und ¢ € N ist.

y - ¢ wobei

e Sequenzen: P ; Q

e Schleifen: Loop x Do P End
Semantik: P (ni,..
Ablauf, mit n; in x;.
Konventionen: g und Hilfsvariablen mit 0
initialisiert. Subtraktion > 0.

Bedingte Ausfithrung (IF x1=0 THEN P)

x2 = x2 + 1;
Loop x1 Do x2 =
Loop x2 Do P End

.,ng) = Wert von ¢ nach

x2 - 1 End;

Verzweigung (IF x1=0 THEN P ELSE Q)

x2 =x2 + 1; x3 =x3 + 1;

Loop x1 Do x2 = x2 - 1; x4 = x3 + 0 End;
Loop x2 Do P End;

Loop x4 Do Q End

WHILE-Programme
Erweitern LOOP um: While x > 0 Do P End

e Jedes LOOP-Programm ist ein WHILE-Programm

e WHILE-Programme terminieren nicht immer

GOTO-Programme

Syntax:

e Mk: xi = xj + ¢ /Mk: xi =xj - ¢
e Mk: If xi = ¢ Then Goto Mr

e Mk: Goto Mr

e Mk: HALT

e Sequenzen: P ; Q (keine gemeinsamen Marker)

Primitiv rekursive Funktionen
Grundfunktionen

e Konstante: ¢} : N* = N, ¢}(x1,...,20) =k
e Nachfolger: n: N =+ N, n(z) =z +1

e Projektion: 77 : N* — N, 77 (z1,...,2n) = zj

Abschluss durch Einsetzung
Sind f, g1, ..., gk primitiv rekursiv mit g; : N* — N|
f:NF - N, dann auch:

h(Z) = f(g1(Z), ..., gk(Z))

Abschluss durch primitive Rekursion
Sind h : N — N und g : N*t2 — N primitiv rekursiv,
dann auch f:N?t1 5 N mit:
f(0,%) = h(Z)
flk+1,2) = g(f(k,©),k,Z)

Beispiele

Addition: Add(0,y) = 71 (y),

Add(z + 1,y) = n(nf(Add(z, y),z,y))
Multiplikation: Mult(0,y) = ¢} (v),

Mult(z + 1,y) = Add(Mult(z,y), 73(z, y))
Unvollstindigkeit von LOOP / Prim.
Rek.

LOOP-Programme und primitiv rekursive
Funktionen sind nicht Turing-vollstindig. Es gibt
totale, berechenbare Funktionen, die nicht
LOOP-berechenbar sind:

Ackermannfunktion

a(0,m)=m+1
a(n+1,0) = a(n,1)
a(n+1,m+1) =a(n,a(n+1,m))
Eigenschaften:
e Turing-berechenbar (WHILE-Programm méglich)
e Nicht primitiv rekursiv / LOOP-berechenbar

e Total (iiberall definiert) — Beweis via Induktion
tiber lexikograph. Ordnung auf N x N

o Wichst schneller als jede primitiv rekursive
Funktion



LOOP-Interpreter

I:N? — N mit I((P),z) = P1(x) fir jedes
LOOP-Programm P.
Satz:

e [ ist total und eindeutig (LOOP terminiert immer)
e [ ist Turing-berechenbar
e [ ist nicht LOOP-berechenbar

Beweis (Widerspruch): Angenommen P, ist
LOOP-Interpreter. Definiere LOOP-Programm @ mit
Q1(z) = P2 (z,z) + 1. Dann:

Q1({Q) = P((@), (@) + L =1 ((@) +1 ¢
Uberblick Berechnungsmodelle
LOOP = Prim. rek. ¢ TM = WHILE = GOTO

nicht Turing-vollstandig

Entscheidbarkeit

Entscheidbarkeit

Eine Sprache A C ¥* heisst entscheidbar, wenn
eine TM T existiert, die das Entscheidungsproblem
(X, A) lost:

e z € A= T hilt mit Bandinhalt “1” (Ja)

e z € ¥*\ A= T hilt mit Bandinhalt “0” (Nein)

T muss bei jeder Eingabe x € ¥* nach endlich vielen
Schritten halten.

Aquivalent: A ist entscheidbar < (X, A) mit einem
WHILE-Programm lésbar (Entscheidungsverfahren).

Semi-Entscheidbarkeit

A C X* heisst semi-entscheidbar, wenn eine TM T'
existiert mit:

e z € A= T hilt mit Bandinhalt “1” (Ja)

e z € ¥*\ A= T hilt nie an

Liefert nur positive Antworten; statt “Nein” keine
Antwort.

Turing-vollsténdig

Konvention (natiirliche Zahlen)
X C N ist (semi-) entscheidbar <
{bin(z) |z € X} C {0,1}* ist (semi-) entscheidbar.

Zusammenhinge

e Jede entscheidbare Sprache ist auch
semi-entscheidbar.

o A ist entscheidbar < sowohl A als auch A sind
semi-entscheidbar.

Beweis (<=): Simuliere semi-Entscheidungsverfahren
fiir A und A schrittweise parallel:

INPUT(w); n = 0;
WHILE true DO
n=n+1;
IF A(w,n) THEN return 1;
IF B(w,n) THEN return O
END

A(w, n): semi-EV von A terminiert nach n Schritten;
B(w,n): analog fiir A.

Abschlusseigenschaften
o A entscheidbar < A entscheidbar

e A, B (semi-) entscheidbar = AU B, AN B (semi-)
entscheidbar

Charakterisierungen
(Semi-Entscheidbarkeit)
Fir A C ¥* sind dquivalent:
e A ist rekursiv aufzahlbar

e A ist semi-entscheidbar

e A ist Wertebereich einer totalen berechenbaren
Funktion

e A ist Definitionsbereich einer berechenbaren
Funktion
Reduktion

A C X* heisst auf B C I'* reduzierbar (A < B),
wenn es eine totale, Turing-berechenbare Funktion
F:¥* —» I'* gibt mit:

wE A<= F(w)€B
Transitivitit: A< Bund BC=A<XC
Satz: Ist B (semi-) entscheidbar und A < B, dann
ist auch A (semi-) entscheidbar.
Kontraposition: Ist A unentscheidbar und A < B,

dann ist auch B unentscheidbar.
Beweis (Entscheidbarkeit):

INPUT(w); u = F(w); RETURN P(u)

Halteprobleme

Spezielles Halteproblem

Hg := {w € {0,1}* | T\, angesetzt auf w hilt}
Gegeben: Code w einer TM Ty,.

Gefragt: Hilt Ty, auf eigenem Code w?
Allgemeines Halteproblem

H := {w#z € {0,1,#}* | Tw angesetzt auf z hilt}
Gegeben: Code w einer TM Ty, und Input .
Gefragt: Hilt Ty, auf Eingabewort x?

Leeres Halteproblem

Hy :={w € {0,1}* | T\, angesetzt auf ¢ Band hilt}
Gegeben: Code w einer TM Ty,.

Gefragt: Hilt Ty, auf leerem Band?
Unentscheidbarkeit der Halteprobleme
Unentscheidbarkeit von Hg

Annahme: TM T entscheidet Hg. Konstruiere TM P:

[TM 7 | Bandinhalt? - Band—1 —{ Halt]
U

1

Sei w der Code von P (T, = P):

e P auf w hilt & T(w) = 0 & T, auf w hélt nicht
< P auf w hilt nicht 4

Unentscheidbarkeit von H

Reduktion Hg =< H via F(z) = z#x.

w € Hg < T, hilt auf w & wH#w € H & F(w) € H
Unentscheidbarkeit von Hy

Reduktion H < Hy: Fiir Input w#x konstruiere TM
T, die zuerst x auf das leere Band schreibt und sich
dann wie T, verhélt.

Tw hilt auf z < T’ hilt auf leerem Band.

Semi-Entscheidbarkeit der

Halteprobleme

Hop, Hg und H sind semi-entscheidbar.

Wegen Hg = H < Hq geniigt es, Hp als

semi-entscheidbar nachzuweisen: Universelle TM U

simuliert T, auf leerem Band; falls U hilt — Band

= 1.

Satz von Rice

Ist R die Menge aller berechenbaren Funktionen und

S C R eine echte, nichtleere Teilmenge, dann ist
C(8) ={w€{0,1}" | Fy € S}

unentscheidbar.
Konsequenzen: Es ist im Allgemeinen unméglich
mechanisch zu priifen, ob ein Programm. ..

e eine bestimmte Spezifikation erfiillt
e frei von Bugs ist
e bei jeder Eingabe terminiert

o dieselbe Funktionalitdt wie ein anderes Programm
hat

Komplexititstheorie
Zeitkomplexitit (TM)

Timeps (w) = Anzahl Konfigurationsiibergéinge von

M auf w.

Worst-Case:

Timeps(n) = max{Timeps (w) | |lw| = n}

O-Notation (Landau-Symbole)

e f€O(g9): Ing,c: Vn > ng: f(n) <c-g(n)
(obere Schranke)

e f€Q(9): Ino,d: Yn > ng: f(n) > é ~g(n)
(untere Schranke)

* f€06(g9): f€O(9)NQg)

Regeln: c- f(n) € O(f(n)); c€ O(1);

apn® 4 ... 4 ag € O(nF); transitiv.

Abfolge: 1 € logn < n K nlogn < n? <« 2" < n!

(asymptotisch gleich)

Komplexitiatsklassen

P: Alle Probleme, die eine det. TM in Polynomzeit
16st.

NP: Alle Probleme, die eine NTM in Polynomzeit
16st. Aquivalent dazu: Menge aller Sprachen mit
Polynomzeit-Verifizierer.

P = Losung finden in Polyzeit; NP = Losung
verifizieren in Polyzeit.

Offene Frage: P = NP? Vermutung: P # NP.

NP-schwer: L ist NP-schwer, falls VL' € NP:
L’ <, L. Es existiert also eine polynomielle
Reduktion von jedem NP-Problem auf L.
NP-vollstéindig: L € NP und L ist NP-schwer.
Falls ein NP-vollstdndiges L € P = P = NP.

Polynomzeit-Verifizierer
Ein Problem A € NP falls ein Verifizierungsproblem
A’ € P existiert, so dass

weAsIz: (2| < pllw]) A z#w € A)

Polynomielle Reduktion

A =, B: Es existiert eine in Polynomzeit
berechenbare Funktion f mit w € A & f(w) € B.
Bedeutet: B ist mind. so schwer wie A.

Satz: P; NP-schwer, P, € NP, P; <, P> = P>
NP-vollstandig.

SAT und Satz von Cook

SAT: Ist eine KNF-Formel erfiillbar?

Satz von Cook: SAT ist NP-vollstéindig.

SAT € NP: Zeuge = Belegung; Verifikation in
Polyzeit.

NP-schwer: Berechnung einer polyzeit-NTM als KNF
kodierbar.

CLIQUE ist NP-vollstindig

Clique: S C V paarweise verbunden.

Problem: 3 Clique der Grosse k7

CLIQUE € NP: Zeuge = S; Verifikation in O(n?).
SAT <, CLIQUE: Aus KNF ¢ mit m Klauseln:

k = m, Knoten [¢, j] pro Literal, Kanten zwischen
versch. Klauseln falls Literale nicht komplementér.
@ erfiillbar & G hat Clique der Grosse k.

Chomsky-Hierarchie

Typ 0 — rekursiv aufzidhlbar
(Turingmaschine)

Typ 2 — kontextfrei
(Kellerautomat)

Typ 3 — regular
(endlicher Automat)
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