
1 Grundlagen 1
.
3 Differenzial-Rechnungen

1
.
1 Fehlertypen

เโ
Abweichung : GibtBereicheer liegt z

.
B in (m)

Gibt eine Grössenordnung des Fehlers

+Qualität der Schätzung) %โ- (Irrsführend bei Vektoren... )

A2)a)Y = (- v
, 4

,
0 , 4 ,. s)- (i) Man berechnet eine Ableitung also nicht exakt mit

1I XIIn = max absolute Spaltensumme
一 3 Ableitungsregeln , sondern nähert die Ableitung mit

二 1 - 1 ( ^+ ( - 4 t 10 、n41 ' - 1 -3↑ Funktionswerten an .

⇌ 쁘

Rechnen mit Beträgen
11 ×z

= 2 1 -ll
t

1 - al ' + 10、 9 - 1 -3R

= IttotOe 6tg
-

옐
X

IIXI = grösster Eintrag (in Betrag betrachtet!) ー
_

一生 als einzelne Ungleichung betrachten

und nach x auflösen

1 .2 Normen

1.4 O-Notation

Zeilenebene

Wichtig ist die Grössenordnung des Fehlers

O(h) = Fehler halbierung = wenn h halbiert wird

spaltenebene 0(h2) = Fehler viertelung = wenn h halbiert wird

0(h3) = Fehler achtelung = wenn h halbiert wird
numpy. linalg . norm (A

,
ord = 2)

〜
Eigenwert : Xmax (ATA) : det von 2x2 Die tiefste Ordnung des Fehlers wird benötigt

Maximaler Eigenwert rest fällt weg ,
da es kleiner ist

det 3x3

olna ) t oIheltwe,

쁘

absolute Fehler

1
.

Fehler muss grösser O sein

2. Doppelt so grosse Abweichung Doppelt so grosser
Fehler

3
.

Fehler kummelieren und können in entgegengesetzte
Richtung laufen



Zeilen durch
Beispiel : Iteriaran Spalten Fixieren spaltenweise

füllen
o

1 0
A=금6은 ) A 1000

.( ) "At 공을
11. 1 +0. 0 + 0. 0 = 1

1.2 1 0 . 1 10.0 =2 1.0 + 00.3 = %

2 . 9 t l . 0 t o0 = 2 2 . 2 t tl t 0 .0 - 5 2 - ot roto . 3 = 0

0. 1 10.0 7 ·0 = 0 0.2 + 0.1 13.0 = 0 0.07 0.0+ 3. 3

1
.
5 Taylorentwicklung 1

.

Funktion erkennen

2 .
Funktion ableiten

↳ wie oft muss ich ableiten ?

↳
↳ Grad Taylorpolynom = Anzahl Ableitungen

3. Auswertungspunktyo erkennen

↳ Siehe gewünschtes Ergebnis
LG to ≈Λ ‰ ‰

4. Taylorpolynom aufstellen

55. Restterm o ergänzen
↳ O-Notation mit einem Grad

höher als das Taylorpolynom

Ist nur der Restterm also -Notation

gesucht ,
dann muss man solange ableiten

bis der erste Term 0 ist

Grad Taylorpalynom = Grad bei O-Notation

~
0f"'(o) + 0 !

der Faktor vor dem

Term wird zu!

1. Ableitungen von f(x)

ehe
Nächste Seite

2. Punkt in f(x) einsetzen z .B f(3)

3. Taylor-Polynom aufstellen
mit oberer Strucktur

in +

in
in

_

+

_ Λ ~_ in



Taylorreihe inputoutputFunktionpolynom}onat
-herungduroheincinerpolynom

Furlation

Tangentengleichung/polynom Grad 1

1
. Ableitungen berechnen Pe(x) = f(x) + f(x)(x - Xo)

↳ Ps = 3 mal Ableiten

2
. Auswertungsbereich = Xo in Ableitung einsetzen Trick bei eZ

33 Taylorpolynom zusammensetzen Formel anwenden der Exponent kann einfach

in die Taylorreihe eingefügt werden

4. Vereinfachen

CE = It Z t

EC
+

㉓
t...

tfia ) -
flaaltf.entCa-ac' t( x- *)㎥

쇠 ¤

매 "

⇌

Amzakl Trick bei cOs {Z )
Ableitungen

steskodesgliedes a.
←答 der Exponent kann einfach

t
π) in die Taylorreihe eingefügt werden

f.
= k ! . a

k O ! = µ
ㅇ

^ COS (E] = +
z

-

㎡
.

=
"

-

%+ … .
Taylorreihe Λ ! . = ∅ . 4 !

ィ
√ M

Funktion an der

Stelle Xo Exponenten gerader Grad

Vorzeichen alternierend

Taylor Entwicklung um Xo

Taylor Entwicklung um Xoth
wobei h die Schrittweite ist

also wird einfach ausgewertst um h verschoben

1 .
Wie gewohnt Taylorpolynom aufstellen :

2. X durch xoth ersatzen

〜 〜 ー

h h h

3. Vereinfachen

Taylor Entwicklung um Xot Zh

z
〜 ー

てh ㄻ 돼

- f 10)tf '(×o) 2h t rren
tσ

( 1 照 ? foll
-uen d.

diekrinen es sogut
zinfhus at

二 f(to ) - f
'
lto) 2h t f

"

(^o ) 2hs t σ( in31 ) den Fehler hat



1. 6 1
.
7 Zahlendarstellung

um welchen Faktor wird der relative Fehler verstärkt ?

ー _

Sy= output Sx = input offXo

*

* Punkt nach links verschieben = Exponent erhöhen

rechts verschieben = Exponenten veringern

13, 75 = 1. 101 + 3, 75

Verstärkung 二 11 101 + 3 . 100 + 0. 75

⇌ n eou t s . eoo t Frlol t oi 0s

= 1 . 10 + 3 . 100 + 7 . 101 + 5. 182

Kondition = Eigenschaften des Problems (gut Konditioniert-relative Kondition Klein! )

Fehler im Input führ zu Abweichung im Output ,
Selbst bei exakter Berechnung 23 + 5 ,

75

Kondition sagt aus ,
wie Stark Datenfehler das exakte Ergebnis verändert 23 +

z
^ + 1 FS

Müssen wir akzeptieren !
2가 22 + 20 + 0.7s

Stabilität= Eigenschaften des Algorithmus 23 + 22 t 20 t 2
"

t O.
2s

Wie Stark durch die numerische Lösung durch Rechen- und Rundungsfehler ← 2
^
t 2t o で ^ 人z 0 トで

↑
t たで

c

Verfälscht wird.

Ist in unserer Macht ! No. Ana out to -

…

Algorithmus = Sequenz von Rechenschritten 0 , 110111 auf 2 signifikante
abschneiden nach 2 Stellen

XX = Eingabefehler ⇌ * -× 0 , 1110111 . 24 = 0 ,11 . 24
0 Y = Ausgabefehler - flx) - f (x)

0.11.2" = 01 110000.24

Fragestellung : relative Fehler höchstens 10 % Vorzeichen
= 1100,0000 . 20 ↑
↓

δ
y
≤ O

.
µ 23 22 2 러

2

たt 2 to
.

2 to.
て↓ o です.

G = 1102
,

Normalisiert = 1.102 da es immer mit 1

Sy= siehe oben (Kondition) beginnt wird diese implizit

angenommen !

Gilt nicht ! Gilt nicht !

Die Reihenfolge
spielt eine Rollen !

Auslöschung

Optimum bei Fehler finden

1.

Formel für die Fehler ermitteln

↳ = Verfahrensfehler

2 .
Fehler gleichsetzen

3. nach in auflösen



2 Lineare Gleichungen
Rückwärtseinsetzen Vorwärtseinsetzenㅣ

_ ーニー=

11111r Eingabedaten = A ,
b

、

Ausgabedaten = X
Diese Dreieckssysteme haben eine Lösung

A .y =b * - AT5 wenn ALLE Diagonalelemente O sind !

↳ nur Quadratisch !
nan) Determinante det (A)

Ziel ist es fü den Ergebnisvektor
"5에

11에 2×2
den Losungsrektor X zu ermitteln
、

X kann genau (1 ,
0

, 8) Lösungen haben 3x3 (Sarrus)

= Zeilen & Spalten sind

linear unabhangig

A = Koeffizientenmatrix ,
= Lösungsvektor ,

b = Ergebnisvektor Dreiecksmatrix

Homogene Systeme det(A) =

1

wie stark ändert sich die Ausgabe,Kondition
wenn sich die Eingabe ändert ? 4 x4 (Laplace) Vorzeichen-Gitter

Eine sehr kleine Änderung Entwicklung der Determinanten nach

der Matrix A
, führt zu riesigen einer Zeile oder Spalte

、

Änderungen des Vektors x
am besten eine mit möglichtst vielen Nullen !

1. Zeile (oder Spalte) auswählen

2. Vorzeichen bestimmen

33 Gestrichen Zeile (oder Spalte) mit

A ist gut konditioniert schlecht konditioniert wenn

Vorzeichen übernehmen
wenn x sich kaum ändert X sich stark ändert

.

4. Spalte (oder Zeile) Streichen
↳ daraus neue Kleinera

Konditionszahl wie stark Fehler
Matrizen erstellen

verstärkt werden

十 _ f - zeile Streichen
-

ox - * -X _

一 X Vorzeichen eintragen
+- + _

Mndi
^ + _ ㅋ

^ ^ det = -3 . det(1) + 0 . det(2) - 4 . det()+ 0 .det(i)
relativeFehler relativeFehler Eingabefehlerfx二

Lösung Eingabe } Datenfehler

detcy\Rundungsfehler det(2)
fb

ΔX, X, Δb, b

sind alles vektoren

× 二ル) , 品( )
Wichtig
Die Normen sind oben nicht Spezifizifiziert, detlls det ( )4
es ist aber Zentral , das immer mit der

selben Norm gerechnet wird ! Beispiel -Norm

8x = k(A) . Sb

Residuum
wie gut erfüllt Inverse A

Anderenfalls existiert
2x2die Gleichung"Ax = b" ? keine Inverse !

Allgemein Gauss-Jordan

Man hängt die Einheitsmatrix an ,
dann

führt man zeilenumformung durch
, solange

Das wäre eine Perfekte Lösung bis man rechts die Einheitsmatrix"Il

stehen hat

Zusammenhang Fehler und Residuum

〜 〜

~
Relative Fehler

Lösung



3 LR-Zerlegung (L . R= A) In
verbessert die Konditionstall der Marie

Zeilennorm bestimmen und als Element der Diagonalmatrix
Es gilt ,

falls die Matrix A invertierbar ist ! festhalten und mit A multiplizieren
-> Skaliert !

A(5) Normen= D- De Losungsvektor b
2 R* -的 ) mit D Skalieren !!!

· so erhalten wir als Norm immer 1 !

Permutationmatrix · Spaltennom Skalieren Erhalten wir nicht mehr

dassebbe LGS !

damit werden Zeilen & Spalten ausgetauscht. relevant für das Rechnen im Computer

↳Determinante

det (P) · det (A) = det (2) .
det (R)

det (2). det (R)
Exponent(Anzahl 1-en) det (A) =

T geraderexponentMultiplikation mit der
det Altaniert zwischen det [PS

-

Einheitsmatrix ergibt keine Anderung ! det (1) wird schnell sehr aufwändig

von rechts Multiplizert = Spalten werden getauscht det von L
,
R & P sehr einfach :

von links Multiplizert = zeilen werden getauscht det(1) = Diagonale multiplizieren

det JR) = Diagonale multiplizieren
Nur Unterhalb der Diagonale dat(P) = (-1) Anzahl vertauschungen [Ungerads = -1

Nur Eine Spalte !
.

Gerada = 1

Es kann immer nur

eine obere von der unteren Abgezogen werden
Inversa

"
0
.) A. Ä" . en = Ax1 = 2

^

z .B Eintrag (
ㅇ 야 Matrix A wird A. A" = A = 1

( (A. A e2
= Axe = a'÷ 은 . )Ψ

_

^
nun mit dieser Matrix A. A e 3

t Axn - Cz

0000 # Multipliziert Inverse mit L
,
R

0001 IV て ×2
dann wird die

nicht vergessen
_Λ En von zz = zz- 1 .21 en - )

auch mit B multiplizieren 차abgezogen b21 ex - 우( ) 減園り
Matrix P ,

L
,
R zur Speicherung A - LiR

Die erhaltenen Vakforen

ㄴ zusammensetzen

P = Alle Zeilenvertauschungen festhalten ~ menwiin

ㄴ ⇌ Alle Einträge der Gauss-Elimination mit gegenteiligem Vorzeichen

R = Resultierende Matrix nach Gauss-Elimination Vorwärts Einsetzen : Rückwärts Einsetzen :

Achtung: Wenn in der Matrix A Zeilen oder Spalten

getauscht werden
,

dann muss dies auch in L Mitt jedem en durchführenlydementsprechend angepasst werden aber nur die Elemente! Eij um X1
, X2 ... Xn zu erhalten

-

P. A - L .R P . A - p. s

Lösungsvektor mit Matrix P
,
L

,
R berechnen

Mit dieser Formel kann jedes LGS mit der selben
、 Vorwärts Einsetzen

Matrix A und unterschiedlichem b Vektor Rückwärts Einsetzen

、gelöst werden. LY - Pbs
R- y

Lösen mittels vorwärts- und Rückwärtseinsetzen
⇌

y
aufgeteilt sodass nur multiplizieren !

Zusammenhängs Die Gleichung wird mit P-Matrix ん -)(‰)¤ "*TGrund-Ansatz: Das System gleich R oder L vorkommt

mit A zu lösen ist _ 동울용 ) (
möglich aber meist sehr

Idee : aufwändig. Gesucht wird der
Daher werden einfacheres daraus folgt der
Matritzen R& L genommen Zwischen-Lösungs-Vaktor

daraus folgt :

und führen zumselben "Y" welcher dann in die Lösungs-Vektor i"

(r) :3)Lösungsvektor Y nächste gleichung eingesetz wird

Pivotisierung
Vertauschen der Zeilen, damit beim Rechnen keine ungünstigen kleinen Nun vorwärtseinsetzen :

Nun Rückwärtseinsetzen :

Zahlen als Pivot verwendet werden.

Der Pivot ist die Zahl ,
mit der man beim Eliminieren teilt

. * * 트록
,

)
-

4( ) ←*Durch Pivotisierung wird die Gauss-Elimination Stabiler



LR Beispiel

P (성 0위) → p (0 om
0 r
00 )ep -matria

A ← (☆) ) 2 =이웅은) 카통응을 ) vorzeichen
cwird in (

immer
getauscht

A = ()) -3.
レλ ) ⇒ し 8堂)

A =()) <房員 ) ⇒ し員 )

A ← ( 855 ) h- y L-Matrix

ㆀ ㅜ

λ - Wird der Ergebnisvektor 5 gleich mitgerechnet
R-Matrix so muss man nur noch die Gleichung R* = Y lösen

P-Matrix multiplizieren !

Vorwärtseinsetzen (L-Matrix) = (
Ergebnisvektor mit

Ly - b y 二 ぐ^b

Y^= O 一20 t べ火 = 1 3 . 0 - 2 - 1 + ty3 - - 3 幽_

Yと = へ Y3 = .Λ
_ 一

_

RichkwartseircatoenR-Matris) (

^^ )

.
常1 )

Rx 二 ソ

_

X3 = - 1 3 . ×2 + 5. (-µ) = 1 1 .×^ t 2 th (-el - 0

、3로 6 Xo + l 0

Xc 2 逃

品嘘 라름 ③ + 름인) 3 +5 -6)

へ 一 言 3 - 놓아기 - 금 -.



4 Lineare Ausgleichsrechnung 5 Nicht-lineare Gleichungen
Normalengleichung Fehlerquadratsumme Residuum

Nichtlineare Gleichungen kann man oft nicht sauber nach x auflösen
.

〜

Deshalb sucht man Näherungslösungen. X Xechte Lösung
ㄹ Dieses Kapitel besteht aus 3 Themenblöcken: Skalare nichtlineare Gleichungen

AT . A muss Fehler soll möglichst
Wie weit ist ℃ Nichtlineare

NichtlineareGleichungssystemeAusgleichsrechsoungdas Modell von

Invertierbar sein klein werden den Daten weg

1. Es liegt eine lineare Funktion vor 5.1 Skalare nichtlineare Gleichungen
↳ ist diese nicht lincar so muss

diese Zuerst Transformiert werden Arten der Problemlösung : Cos(x) = x3

↳ die Inputdaten müssen nicht

linear sein ! Nullstellen problem : Newton-Verfahren
,
Bisektionverfahren

L ↳ y =× n t× 2 2
t Fx) - 0 cos ( x) - ×

3
- 0

2 . Vektor 5 bestimmen Fixpunktproblem : Fixpunkliteration

↳ Entspricht der Lösung"Y" als Vektor g (x) =× cos(y - X

3. Matrix A aufstellen Alles was vor den Parametern Xi steht

↳ dies sind die Faktoren von X1 , X .... Xn

↳ X1 , X2
, Xs .. Xn zu erhalten ist das

Endziel . Durch lösen der Normalengleichung
L) 2t

um das entsprechende Element des

Vektors zu erhalten das jeweilige
it" einsetzen

↳ hat ein Vektor * kein Faktor so wird Bisektionsverfahren

Elementen 1. Intervall bestimmen √

4 Vektor * Korrekt definieren 2 Vorzeichenwechsel prüfen
↳ besteht aus Xn , X2 , X .... Xn ↳ Siehe unter

der Vektor mit 1-en gefüllt mit genügenden

/
↳ I- [ aib]

痤“ッ↳ bei Transformationen gut aufpassen 3 Mittelpunkt berechnen
↳ a+b

2

5 Lösen mit Normalengleichung 4 f(Xn) berechnen ‰
⇌ 5 neuer Intervall definieren 述

↳ Man erhält X1 , X2 ,
Xs, ... Xn

↳ Wo liegt die Nullstelle?
↳ Vorzeichen dazu berücksichtigen

Die Funktion mit diesen Resultaten 6 neues Intervall halbieren
D

ergibt eine Gerade die durch die
‰ Ψ ℃ V

Echten Punkte geht Voraussetzungen : ร F15똥 업
↑Beispiel inkl . Transformation · f(x) ist stetig ‰ #

⇌ ÷
↑

Y = X1 . vX
Transformation · f(a) & f(b) haben

# istneir ㎡ ‰mit n unterschiedliche Vorzeichen =
↑

in (y) = in *( ' V
*) Intervall Kontrolle

⇌ ‰

= で \n (*̂ ) t \n (v ) . ×2

(Nullstelle sicher Vorhanden

:i;.;.= \m (メ̂ ) t in (v *r ) f(an) · f(bn) < 0
µ

Fehlerschranke in

^

: 많 ? 구
Wie viele Iterationen sind nötig ?

⇌ be
:

*.
In (. ) nach n umgestallt . ⇌

M 미
ln( '

X 2 ⇌ - t wo u/f
= Anzahl Iterationen

, E-Fehler -เล
führt zum gesuchten * Xn = Näherung nach Schritten

, X** Exakte Lösung ‰ ∅

#

↑

_
_ Ip

하
if fffw #Andere Notation ⇌

9 Modell ·

#
-

log ( w) - xet s . xzt E. * 3
t EC - ty

⇌


i
i ⇌ ⇌

also /n , X2
, Xs , Xy = a

,
b

, a
,
d

Pivotisierung ‰ & ~ 어

Vertauschen der Zeilen
,

damit beim Rechnen keine

ungünstigen kleinen Zahlen als Pivot verwendet werden.

Der Pivot ist die Zahl ,
mit der man beim Eliminieren teilt

.

Durch Pivotisierung wird der Algorithmus Stabile



Fixpunktiteration
Newton-Verfahren

das bedeutet:
1 1

Um diese Vorschrift anwenden zu können muss

In Worten die Gleichung erst in die Form gebracht werden.

Nicht jede Umformung Funktioniert
.

Beide haben denselben

Vorgehen oder Fixpunkt , aber verhalten sich

unterschiedlich
.

Die Umgeformte Gleichung muss nämlich konvegieren1. Gleichung nach Null umstellen
Um dies zu prüfen wird das "Kontraktions" Kriterium verwendet.

↳ f (x) = 0

2. Ableitung berechnen Kontraktion
L) f'

(× ) Prüft ob die Abstände im Intervall kleiner werden
.

3. Newton-Formel notieren K ist die Obere Grenze für die Steigung Darf abgeschätz werden

↳ siehe oben Noch genauer die obere Schranke abschätzen :

4 .
Startwert einsetzen 1. g"(X) bestimmen

,
2

. gl(X) =0
,

3 .
Lösen, 4

.
Wert in IG(x)I einsetzen

L3 Xn

5. f(Xn) berechnen Fehlerabschätzung abbruchbedingungen :

66 f(Xn) berechnen a-priori I Xoan - xn 1 a E
wie viele Schritte ?

7. Newton-Formel anwenden oder

aposteriori 筮 い ×~ - ×
o < E8. Resultat als neuen Wert verwenden Wie gross max Fehler ?

Abbruchbedingungen Banachscher Fixpunkt Vorgehen

IXn+1 - Xn)CE
11 Gleichung umformen

い ×= g (x)

I f( an)K E て Intervall prüfen
↳ Werte aus I in

Beispiel g eingesetzt : Ergebnis ist wieder in I

Gegebene Funktion : ↳
mit 1 ← [o .

n]

X2 = 2 Startwert Xo = 1 · Ableitung berechnen

l . ×
と

-て =0
L) g

' (x )

4 Kontraktion prüfen
2

. f'
1x) = 2x

↳ siehe oben

3
.
×

nar
= ×n

-幾 55 Startwert einsetzen
↳ Irgend ein Punkt der im Intervall I liegt

6. Iterationen berechnen
4

. Xote -

↳
1 1

7. Fehler abschätzen
5

.
こ-て = - 1

↳ siehe oben

6 . 2 . 1 ←

Beispiel
rmit und

7 . ×^ = た- 吉 Gegebene Funktion :

^ 5
. Xo = O

X ^= 1 , 5 1 . * -

gean 6.

ー

8 . tere =× L = 1 . 5-
い5

)二型 2
.

Einfach Werte aus dem Intervall

in g(x) einsetzen. Wert der rauskommt muss

im Vorgegebenen Intervall liegen !

3 7 . n = 3
,

に = {

니 I - Q .
n}

Es

mgeltenuss.· lEkah
_

_
0.0016

Es gilt : XI und Ir xa) : Λ 0 ,0625

리가 ×) 고 2 Ist genauer da es den zuletzt Nach n = 3 Iterationen ist

berechneten Wert beinhaltet der Fehler höchstens 0,0625

zusammen von x
* entfernt



5.2 Nichtlineare Gleichungssysteme Nichtlineare Gleichungssysteme mit LR-Zerlegung

mit Die Schritte 1-4 bleiben gleich !

5 . LR-Zerlegung der berechneten Jacobi-Matrix im Startwert

↳ Diese Zerlegung wird bei allen
Herationen wiederverwendet

Wird also immer als Nullstellenproblem definiert 66 Funktion am Startwert berechnen aber mit

↳ Durch eine andere Definition muss der negativeJacobi-Matrix Funktionswert genommen werden.

MehrereFunktionen 1
. Ableitung gesammelt als Matrix 7 Erstes Dreieckssystem lösen

↳

8. Zweites Dreieckssystem lösen
· welche Variable ↳

Jede Zeile gehört zu einer Gleichung abgeleitet wird

Jede Spalte zu einer Variablen · Welche Funktion
betrachtet wird

9. Iteration addieren

Newton-Verfahren für Systeme
↳ hier wird nun fo addiert nicht wie in der anderen Version

Subtrahiert . Daher auch in Schritt 4. -f(x (0)

〜 LinearisierungAktueller Punkt-Entwicklungst. Beispiel Startwert

Der Funktionswert am neuen Punkt wird näherungsweise
durch den alten Funktionswert Plus lineare Änderung beschrieben Gegebene Funktionen :

y(k) = aktuelle Näherungspunkt '

f(x) = aktuelle Fehler .
⇌ 고

If(x) = beschreibt wie sich f verändert

⇌ 3 alle Ableitungen (Gradient zeilenweisel

Korrektur f berechnen o 4. (*) Achtung hiersindXybsideos

5 - A
'

正 .B
1

6

→
LGS

커

1
. Gleichungen nach Null umstellen

.
2

. Funktion (Vektor) F(x, Y) aufstellen

3 . Jacobi-Matrix If aufstellen Das ist nun der neue Punkt

. der eingesetzt wird
4. Startwert definieren ab Schritt 6.

55 Funktion am Startwert berechnen

6. Jacobi-Matrix am Startwert berechnen Stoppkriterium tol-Toleranz z .
B 10

77 Lineares Gleichungssystem lösen indirekt Direkt
↳ ⇐

∞ Neuer Punkt berechnen

9. Neuer Internations-Durchlaut mit erhaltenem Punkt
↳ Gehe zu Schritt 5. Norm darf frei gewähr werden

Beispiel 1 Startwert Beispiel 2

Gegebene Funktionen : Gegebene Funktionen :
××) = f% )

^ 1 Linearisierung lösen :

2 f(x , y(n f(1, 0) + 3f(1 , 0) . (X- y(a) Jf 덟 덟
3 alle Ableitungen (Gradient zeilenweisel

이다않)가 닭)정( I] Nullstellen finden :

니 (*) Achtung hiersindXybsideos
. (% )+ (삶- ( )→ ( ≈ 1 -.( 1

5

6 ん (*) = (1) mitdiesem Punkte an

machen

7 .

8
ㅛ

Das ist nun der neue Punkt

der eingesetzt wird
ab Schritt 5.



5.3 Nichtlineare Ausgleichsrechnung Beispiel
PB ( xi , yi )

Fehlervektorㅣ

Es wird X
*

gesucht sodass
_

möglichst klein ist Gegeben : Messpunkte:

Der Fehler soll also möglichst klein werden.

Modell :

Teilweise kann ein nichtlineares Modell mit Transformationen Gesuchte
z,B log , quadrieren ... linearisiert werden. Dann wie in Kapitel 4 vorgehen

Parameter :

Rasiduum/Fehler Startwert :

mit

5.3
.
1 GauB-Newton-Verfahren

Es gilt Normalengleichung 1
.
Siehe oben

∆ Jacobi-Matrix von FITL Ist diese Matrix nicht investierbar
,

2

G

、 so funktioniert der Algorithmus nicht !

. ; : S
(a)

= λ - *
っ

3
Da JF(A) meist nicht quadratisch ist

,
wird der

Trick mit der Normalengleichung angewendet, dann gilt :

: A = LR
4 &

' g(k) = Y

Vorgehen
5

mit Ysomit.
11 Modell anschauen

↳ Messpunkter ,
Modell : flx

, gesuchte Parameter :

6
2

. Residuenfunktion aufstellen

↳ → →
.

3. Jacobi-Matrix berechnen ( ) wno uo

if
↳ Ableitungen von FI) nach allen gesuchten Parameter I ㄴ π

4. Startwert Yo einsetzen und berechnen
∞

↳
1 nig

i

?R

55 Gauss-Newton-LGS aufstellen

☆ .
' 1

n _
Alter Wert6. LR-Zerlegung durchführen

(i= 0 = Startwert)
Neuer Wert

↳ Siehe Kapitel 3

10 . (0. 6136)2 + 1- 0. 9605)2 ~ 1
.
1398 < Stoppkriterium ?

7. Vorwärtssubstitution
↳ M mit :

8. Rückwärtssubstitution 4
.

↳

5
.

'

9. Neue Näherung berechnen
6

'

카

10. Stoppkriterium prüfen
Siehe Kapitel 1

.
2

8

I -> (Norm 2 Vektor)
g

11. Neue Heration beginnen .
Parameter in Schritt 4

. 1O .



Beispiel
6 Interpolation

Gegeben sind die Punkte : Pol-2 ,0)
, P(-1 , 6)

, P(Q4)

Py (1 ,
- 6) , 44/2 , 0)

Anders als bei Ausgleichsrechnungen ,
müss bei der Interplation

die gesuchte Funktion EXAKT durch die Datenpunkte laufen !
Es gibt 5 Stützstellan , somit deg(P) 24

Gesucht wird also ein Polynom Pn(X) .

Es gibt immer genau 1 Polynom mit Grad n für
das Interpolationsproblem (Der Grad soll minimal seins

2 Da Yo & Y4 = 0 sind
Der Grad des Polynoms ist immer 1 tiefer als

werden diese Terme
die Anzahl Stützstellen im Polynom wegfallen

daher müssen dessen
Messpunkte

Basispolynome nicht

P(Xi , Yi) wobei : Stützstellen = Xi 0 aufgestellt werden

Stützwerte = Yi

了

4
.

5

Äquidistante Stützstellen

Der Abstand der Stützstellen ist immer gleich gross .

Deshalb kann eine vereinfachte Form des Lagrangepolynoms
Verwendet werden .

ist unabhängig von : Xo und Schrittweite h

Vorteil : Wir rechnen nicht mehr direkt mit den echten Stützstellen
6.1 Lagrange- Interpolation Wir nummerieren durch mit th

Basispolynom Beispiel
->

Gegebene Stütstellen mit Abstand h

daraus folgt :

-
Zuteilung von t mit 0

,
1 , 2 , ..., n

Jeder Stützwert yi bekommt

sein eigenes Basispolynom Li (x) Basispolynom bauen :

Vorgehen
11 Tabelle der Stützstellen und Stützwerten erstellen

↳ Die Stützwerte bleiben gleich

↳) sind alle Stützwerte = o

4) Nullstellenproduktformel ! 6.2 Fehlerschätzung
)p /-1) - 0

, P (71-0 ⇒ *凸 Abstand zwischen echter Funktion

22 Für jeden Punkt P
i (Xi , Yi) ein Basispolynom bestimmen und Interpolationspolynom

↳ Zähler = X- alle anderen Stützstellen ⇌ Stützstellen - 1

Nenner = anstelle wird Xi eingesetzt Beispiel Gegeben : somit n = 2 &
ー

Xi wird nie an der Stelle xj eingesetzt !
1. Ableitungen bestimmen flnt) also 3 . Ableitung

33 Interpolationspolynom aufstellen ㅣ 1 daher :

↳ 22 Alles einsetzen:

Punkte im Intervall Welcher ? hier 0, 5

4. Falls gefragt : ausmultiplizieren
3

.
E einsetzen da E im Nenner ist wird 0

, 5 genommen

5. Falls ein Wort gesucht ist ,
direkt einsetzen

↳
4. X-Wert einsetzen

Es muss in der Fragestellung gefragt werden
Dann X einsetzen !}Wie gross ist der maximale Fehler bei X = 0 , 5



6.3 Newton-Côtes-Quadratur Theoretisch könnte man auch ein

Ziel ist es ein Integral näherungsweise zu berechnen Interpolationspolynom aufstellen und dieses Integrieren
Für das berechnen Ist natürlich extrem genau,aber sehr aufwändig

des Integrals gibt b
es geeignete Regeln δ P(x)dX

Einfache Trapetz-Regel N = 1 = 2 Stützstellen a

mit Intervall I = [a, b]
Trapetz-Regel ist einfach aber sehr Grob

f(x) ist hier eigentlich das Interpolationspolynom pex

Fehler : max = Grösster Wert des Intervalls

für X einsetzen Betrag !!!

Gegebene Punkte:
1

. mit :

2. also : ⇒

3
_

Zusammengesetzte Trapetz-Regel Die Zusammengesetzte Trapetzregel ist schon viel Genauer

mit h als Schrittweite (Abstand zwischen den Punkten)

Muster :

max = Grösster Wert des Intervalls

Fehler : für X einsetzen Betrag !!!

h = 3

_

Simpson-Regel N = 2 =) 3 Stützstellen Genauer
,
wenn die Kurve gekrümmt ist

mit

max = Grösster Wert des Intervalls
Fehler : für X einsetzen Betrag !!!

mit

a = 6 h
18- 6

- 6 a+h= 6+6 = 12

b = s8
2 1

atho2

n = 6 _

_

n muss gerade sein !
Zusammengesetzte Simpson-Regel (Anzahl Teilintervallel Extrem genau ,

wenn die Kurve gekrümmt ist

Muster:

Fehler : max = Grösster Wert des Intervalls

für X einsetzen Betrag !!!

Punktei < mit h = 3

Teilintervall : mit n = 4 Gerade !

_



7 Anfangswertprobleme (AWP) Beispiel Gegeben :

Startwert ^ 3
. Ordnung

es werden also drei neue

mit
Variablen benötigt

2

Ziel ist es eine DGL N. Ordnung Numerisch anzunähern und wird zu:

Dazu gibt es mehrere Verfahren die dazu verwendet werden:

]
Im Kern verfolgen alle 3 ร

Verfahren dasselbe Prinzip.

Sie benutzen die Steigung
Einschritt- aus einem bekannten Wert . da aber folgendes
Verfahren

Yu den nächsten Wert
definiert wurde folgt :

Ykm zu berechnen.

Das allgemeine Vorgehen ist :

5 . Y
1, yI ... yin) mit

1 .
Problem in gewünschte Form bringen Variablen ersetzen (Zn(t))
↳

Zordnung +n(X)

2. Intervall in Stücke aufteilen Y
"

= Zzth = Es

↳ mit gewünschter Schrittweitsh

Explizites Euler-Verfahren mit n schritten

3
. Mit bekanntem Startwert beginnen
↳ mit Schrittweite h im Intervall [a , b]

44 Rekursiv berechnen

↳
Beispiel Gegeben : mit

5. Untersuchen wie gut die Näherungen sind

1
.

Schrittweite
↳ Dazwischenligende Werte

mit Schrittweite bestimmen

_
2 . X-Stellen bestimmen : Xo = O

'
X
.

= 0. 5
,
×

2
= 1

Trick: DGL höherer Ordnung in 1
. Ordnung 3. Formel anwenden :

Ziel ist es immer die Form zu erhalten.
so wird dann Yk+ 1 bestummen

Vorgehen :

↳
6 ' 용 YK und neuer X-Wert einsetzen

2 .
Neue Variablen definieren

↳ 冪 Implizites Euler-Verfahren

↳ Ordnung wird also zu Variable-Index plus n oder mit Schrittweite h im Intervall [a , b]

anders gesagt : Ordnung minus 1 = Variablen-Index

1 . Ordnung der DGL bestimmen

ㅣ홍 3. Formel anwenden :

Erhaltener y-Wert für

3. Vektor z(x) aufstellen
=

5
Beispiel Gegeben : mit

'

퍅 1. Schrittweite :

Dazwischenligende Werle
mit Schrittweite bestimmen

∞
_4. Alle Komponenten ableiten ว 2 . X-Stellen bestimmen : Xo = 0

,
Xe = 0. 5

,
×

c
= µ

7
es gilt : und

δ⑤

δ

5. Höchste Ableitung ersetzen
4. Auflösen nach Ykxn : Wenn das nicht geht : NewtonVerfahren

↳ und (Ein Nullstellenproblem lösen)

6. System in Standardform notieren 5. Werte einsetzen:

↳
1 + 0

, 5 . 22
. 0, 5

11 Ordnung 2 . Ordnung
3 .Ordnung

6. Nächser Schritt

二

1 + 2. 0 , 5

Y + 0. 5 . 22x 1 ,,180 + 0 ,5
. 22

. 1

Y2 ⇌

Λ t 2015

二

Λ 小 2 015



Fehler- und Konvergenzanalyse Runge-Verfahren (Mittelpunkt-Verfahren) (Explizit)

Sind Gütekriterien , um Abschätzungen

] machen zu können bezüglich der Das Verfahren hat die Idee die Steigung
verschiedenen Algorithmen. in der Mitte des Intervalls zu verwenden

Euler nimmt die Steigung am Anfang des Schrittes

Hat die Ordnung 2

Lokaler Diskretisierungsfehler
Beschreibt die entstehende Abweichung von der

exakten Lösung nach einem Schritt Steigung am Anfang

Steigung in der Mitte

Näherung von Y(Xth) Exakte Lösung von Y(Xth) Vorgehen
G : ist dis entsprechende Verfahrensfunktion

11 Steigung am Anfang berechnen :

Konsistenz 2
.
Mittelpunkt berechnen :

1

Wenn die Schrittweite h kleiner wird
,
muss ein einzelner 3. Steigung im Mittelpunkt berechnen :

Schritt lokal weniger Fehler machen.

4. Formel anwenden :

Aussage: Das Verfahren ist Konsistesie

Beispiel Gegeben :

2 - pth ⇒ P = l
daher :

'

Beide Euler-Verfahren sind Konsistent 1
. Ordnung ! .

Globaler Diskretisierungsfehler
2

'

3Wie weit ist meine Näherung Yu nach mehreren 이 서
Schritten vom exakten Wert entfernt ? 44 also :

Henn-Verfahren Explizit
Näherungs Wert Exakter Wert

Das Verfahren hat die Idee die Anfangs- und

Konvergenz Endsteigung zu mitteln
Anfangssteichung

Wenn die Schrittweite h kleiner wird
,
muss auch Hat die Ordnung 2

die Näherung besser werden.

mit :

Aussage: Das Verfahren ist Konvenin
Endsteigung

Beide Euler-Verfahren sind Konvergent 1
. Ordnung ! Vorgehen

Korrolar : Zusammenhang Konsistenz und Konvergenz 1 . Anfangssteigung berechnen :

2
. Endpunkt Schätzen : '

3. Endsteigung berechnen :

Bedeutung Ordnung P
4. Steigungen mitteln :

Die Ordnung sagt ,
wie schnell der Fehler kleiner

wird, wenn h kleiner wird. Beispiel Gegeben :

daher :
'

^

? ㅣ

了

니

n
also :



Klassisches Runge-Kutta RK4 ExplizitRunge-Kutta allgemein
Mehrere Steigungen ro innerhalb eines Schrittes RK4 ist einfach eine ganz bestimmtes Runge-Ketta-Verfahren

Wobei 4 Steigungen benutzt werdenberechnen Und gewichtet bj mitteln.

Hat die Ordnung 4

Muster von bj :

⇌

Beispiel mit Butcher-Schema

Gegeben :

daher :
'

Diese Methode kann für alle Vorhärigen Vorgehen Gesucht ist :

angewendet werden.
'

'
G ,je , bj : Sind jeweils durch das jeweilige Verfahren

klar gegeben

1. Erste Zeile lesen :

⇒

2
.

Zweite Zeile lesen :

Um den rj zu berechnen wird immer die Vorhärige

Steigung benötigt und die entsprechenden X-und y-Stellen
33 Dritte zeile lesenBeispiel an RK-4

ㅓ

2
4. Vierte Zeile lesen :

↳ und ajl sind immer3
gegeben und können aus dem

니
Bucher-Schema entnommen werden

55 Unterste Zeile lesen :

Butsher-Schema

Das Butcher-Schema ist eine Kompakte Tabelle
Umgeformt ergibt das genau
unsere schon bekannte Formel

für ein Runge-Kutta-Verfahren . 6. Werte einsetzen :
서

nAnstelle die lange Formel zu notieren,
schreibt man eine Tabelle

also :

wie Z . B :Es gibt noch viele weitere Verfahren
Indexierung von "a kann verwirren nun

ist der zweite Index(Stute) dies ist auch
· Implizite Mittelpunktregelin der Ursprünglichen Formel im Summenzeichen

enthalten. · Implizite Trapetzregel
· Mit Cj werden die X-Stellen berechnet

Jedes Verfahren hat seine Vor- und Nachteile· Mit alels werden die Y-Stellen brechnet

besonders ob das Verfahren Implizit oder Explizit ist
· Mit bj in der Endformel die Gewichtung

z .B Explizit = einfacher
,
aber oft weniger stabilBucher-Schema anwenden

Implizit = aufwendiger , aber oft stabiler
11 Anzahl der Stufen erkennen Anzahl benötigter rj

↳ Anzahl Zeilen von Ajs
ㆀㅇㅇ2. linke Spalte lesen (i)
℃↳ bestimmen die X-Stelle

3. Mittlerer Block lesen (ajs) marmisas. 。

↳ bestimmen die X-Stellen
_

4 für jede Zeile rj berechnen

↳

5. Unterste Zeile lesen (bj) und anwenden

↳





ErgänzungInterpolation8 DGL-Systeme
Im vorherige Kapitel Z wurde ein Trick

Vandermonde-Matrix
gezeigt ,

wie man von einem DQL höherer Ordnung
zu einem DGL-System 1

.
Ordnun kommt

.

Grad deshier wird nun gezeigt wie ein solches System gesuchten
Polynoms =

gelöst wird.
Stützstellen Xi -1

5 . Λ = 4

Gesuchtes Polynom

Skalares DGL DGL-System

Die einzigen Unterschiede zu Skalaren DGL sind:

Yk und f sind jetzt Vektoren
.

Ein DGL-System wird
ganz genau gleich

x9 schnellerwie eine einzelne DGL gelöst.

Bekannte Verfahren Komponentenweise auf Vektor anwenden

Beispiel

Gegeben : mit

Xo = Wert in der Klammer = O

Yo = Vektor = (9)

1
. Umformen in DGL System : Trick anwenden !

undmit

22 Verfahren anwenden : Ihier Explizites Euler-Verfahren)

⇒

3. Werte einsetzen:

44 Verfahrensformel anwenden :

somit :

X
、

= 0
. 5

Nächste Iteration dann mit diesen Werten rechnen
Kondition



Produktregel f(x) = u(x) . v(x)

fix 1 - UCX) . UCx)t uCx). vica)

f(x) - U'(x ) . UCX ) . EC) TU (X) . VLAJ . ZLJ TULN -UXJ E 'L×)
…

Z .B 2 x
2

- ex

fitta 4x . ex t 2x
2

. et

Multiplizieren oder siehe unter

여 2× 2

℃
V= ex = e

× ( 4× 52x
2)

u
'
: hIx

+

v
'
- ex

= 2ex (2 メ 5
2 )

- COS - Sin COS + C
ㅇ
어

↳
Sin - COS - Sin + C

Quetientenregel :((x)=t

f' ix): R

'( x). VIX3 - U (x) . v
'(x)

v (×고 _ E
- x Ex -e

- *
+ C

ก -a
×

e
- x - a

-去 e
- *a

+ e

Kettenregel f(x) = u(v(x)

fix) - u[u [x1 ) . v(x )
⇌

z .B(- x2 + 1)3 ส
뚫 In (1 + 22) Kettenragel !

U = (γ )
"

V - - y
2 th

n - 3 (ryp
ul -

n 2 x

Streckung
3 . (- ×2 +µ )

~

、 Fix)
Verschiebung

二一
(x . k ?.5x . k

Äussere-Ableitung : Innere-Ableitung fx+15 fxxk
Bsp :

f(x)= 23x
+2 f(= (e3x +) . 3 §$ x )二EBS( 5*33 二成☆ 3タ

FC)- COS∝ 4 .FEx)- G 5s × 4 路

Äussere-Ableitung sin ^

tan =
COS

tan' =

così (x)Innorm-Ableitung

3 xt라 ( 4×t)
"

tan"
=

て sin (a)
e

cos3(x]
Tax+e (n(2x) sin (4x)



Alle gestrichelten Formen

gehören zur Matrix B

die Anderen zu F= Jor)

UB1、 = 2 、 -3 ) , に . 3) 2 + 3 -三

11 B110 =(- 4
,-2 ) ,( 4 .2 )max生

IL--3 ) ,&,3)
3

- 正
_

X & Y sind Koordinaten (Punkte)


