2,

3.

4.

A_Grundlagen

A4 Tellertypen

Modellfehler: Ein mathematisches Modell beschreibt eine Beobachtung oder Situation nur annéhernd. Es entstehen Differenzen
zwischen dem wahren Wert und dem modellierten Wert aufgrund der getroffenen Annahmen und Vereinfachungen.
Beispiel: Oft wird in ikali: Reibung ver assigt, was die Ber vereinfacht.

Ber

Datenfehler: Beim Erheben von Daten fiir das Modell werden Messungen verwendet, welche Messfehlern unterliegen. Mit diesen
erden z.B. Modellparameter kalibriert, was je nach D at zu verzerrten fihrt.
Beispiel: Wenn Sie Lingen mit einem gewdhnlichen Massstab messen, sind Angaben in nm unméglich.

Verfahrensfehler: Numerische Verfahren kénnen hiufig selbst bei exakter nur eine Néher
rekursiv Ndherungen bestimmen, kommen Sie z.B. beliebig nah an das wahre Ergebnis, meist aber nie exakt.
Beispiel: In der numerischen Integration ersetzt man eine beliebige Funktion durch ein Polynom.

finden. Wenn sie

Rundungsfehler: Computer kénnen nicht alle Zahlen darstellen, daher muss zwangslaufig gerundet werden. Computer haben nur
endlich viele Bits zur Darstellung jeder einzelnen Zahl und dies ispi die
Beispiel: Wenn ein Computer nur mit dreistelligen Zahlen arbeiten kann, dann muss er 7 auch 3.14 runden.

absoluter Fehler:

relativer Fehler:

7 = Geschiatzter Wert (anzustrebender Wert)
x = Effektiver Wert

P-Norm:

n
1
llzll, = (Z IM”) ” lIxlloo < llxllz < [Ix]1-
i=1

1) Fe (A o3 —

WAVa = tian  absalede  Seallensumme

= (A% e ol

()

&y

(A
R, =kI(-4i + 14l oy (o)
= §A+v 46 v odsr g
= S\M
—

xlle = groshor Einky (in Beby bebadet 1)

=t

Al Normen

E

oco-Norm, maximale absolute Zeilensumme

5
1Bl = max > 16:.4l
=

(Achtung Betrag des Eintrags der Matrix zur berechnung nehmen)
Bsp.:

1 2

B= (3 —4) — ||Blloo = max{1+2,3+4,5+6} =11
5 6

Bei Vektoren:

17l o = max{v1,v2,v3} |

1-Norm, maximale absolute Spaltensumme |

m
1B, = max >~ [bi, k|
=

=1

|Blly = max{1+3+5,2+4+6} =12
Bei Vektoren:
17, = lva] + |vz| + |vs]

NUMY. linale.norm ond =

] G delN)
N d

Maximale E‘-amuv}

A=) |

AT A= (g g) mit Eigenwerten A; 5 = 2

2-Norm, Spektralnorm

det(A) = ad — be

@ b e
A=(d e f
g h i

lal, = v2

13l = /o1 |? + |v2|? + |os|?

Bei Vektoren:

1 d e
ine Norm erfiillt die folgenden Bedingungen: det(4) :a|; {| b‘g It E §1|
1. Positivitdt:  ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0.
2. Homogenitdt: ||a - z|| = |a| - ||z|| fiir jede (reelle bzw. komplexe) Zahl a.

3. Dreiecksungleichung:
A, Tder muss gréssu O séin
1. Doppelt so grosse Abwidiuny > Doppelt so grosro

1. Tl Rummlierer wd  Wémhen u\agacqandtk
'E‘-c\r\\\..-\& laxfen

llz+yll < llzll + lly|l firalle 2,y € V.

Feller

Numerdh

4 . 'S .D':Ffemnuo.\ -ked'\nw»a e

Gegeben: Punkte z; mit 7 =0,1,2,3,4,...
Funktionswerte f(z;)
Konstanter Abstand zwischen Punkten: h = z; — x; 1

Vorwirtsdifferenz
f(@:) = M Fehlerordnung: O(h)
Riickwartsdifferenz
f(z:) =~ o) = i(zl —h Fehlerordnung: O(h)
Zentraldifferenz
fl(z:) = fl@ith) = fl@ — h) Fehlerordnung: O(h?)

2h
Einseitige Differenzenformel 3. Ordnung
2f(zi +h) 4+ 3f(zi) — 6f(zi — h) + f(z: — 2h)
6h

f'(z:) = Dy(zi,h) =

Vorwirtsdifferenz
f(zi +2h) — 2f(z: + h) + f(z:)

(@) = 2 Fehlerordnung: O(h)
Riickwartsdifferenz

(i) = f@:) = 2/ (@i ;2’1) + f(2i — 2h) Fehlerordnung: O (h)
Zentraldifferenz

~ f(zi +h) —2f(z;) + f(zi — h)

' (x:) Wz Fehlerordnung: O (h?)

Yedwen mik Bdragen
|z — 1.3| < 0.05z

©0.05z <z — 1.3 <#0.05z

T

As emntene W \:‘-cl.w.d betrackten
wnd nad 2 awbbsen

1.2381 <z < 1.3684

14 - Nokadion

Definition 1.6. Das Landausche O-Symbol ist wie folgt definiert:
Seien f,g : R —+ R Funktionen und a € R. Man sagt, f ist , gross Oh* von g fiir = gegen a

f@) = 0lg)
wenn in einer Umgebung von a € R gilt

fiir z = a

|f(@)| < Clg()|
fiir cine Konstante C > 0.

\')‘M'% st die 6‘r8mnordmna des Fellers

oM =
o ()

O(hs) = Teller M\n\'c\uni

Teller \u\L‘-e\‘w\J = wean h halbiert cird

wenn b halbiert coird

Teuer \hn\-e\w-d =

wemn b halbiert wich

o) + O(h) = o(W)

—

a\ps‘o\ulc -'FQL\\C"
"Dy (0, h) — f'(20)]
p e Jiiazv
"Dy (a0, h) ') <O(RY). " i gy




T 2ele dwd
&lspl?_\ . Terieren ;?“u‘h nﬁw" SP“"-"‘M

Gsllea
120 00
a o0 PYEY
00 3 2 .
100 0o3 003
AT=12 1 0
00 3
s o ANA +00¢+00 =4 AL +0-As0-022] AOF 06 03=0
ATA(g (5) g 2°A + 4040022 (224 4.4400=%5 2:0+ A0 +G-3=0
. 04 &+ 0030 =0 |[0.L+0 3.0 0| ©O:0F0C0+23ag
ATA — AT :( 2 5-x 0 )
0 0 9—A
Amax = 256
[|All2 = v/256 = 16
A5 Tay‘oren\—w'\c\k\ung A. Funkbon ediennen

Mit Taylor-Reihen kénnen Funktionen als Polynome um 2. Tunklion GL\Q"‘”’

einen Entwicklungspunkt x, dargestellt werden.

Grad des Taylorpolynoms = Ordnung des —1
LS Grod Tnylorp\ynam = Antall M,\e'.\-\m‘]m

tf(x) _ Zf (x(,)( _xo)k a. A\ASW“‘V"J-‘\""‘N' Yo ecWennen

(z—1)%+ Oz — 11¥)

tr(x) = ag + a;(x — x)* + az(x —x0)% + - + a, (x — x)" 4 TGY\O‘W\Y""“' aufslellen
g =L (;‘!0) S. ResHerm 07 erganuen
_ f'(x0)
“@="

\st aue der Restlerm also  07-Nokolion
Slsud'\l—, dann muwss man Sc\nnav. aSleiken

. =f_(k;(('x°) bs de esle Term ¥ 0 it
! Grad T"y‘"P\‘/"w = God bt 0--Nolokion
Durch mehrfaches Ableiten und Einsetzen des >
Entwicklungspunkts, werden die Koeffizienten a;, des tan(z) — z = O(a”)
Polynoms ermittelt. Wenn die Taylor-Reihe gegen tan(z) -z = £(0) + £(0) - = f"() 2+ 0@
Unendlich strebt, strebt auch der Fehler zwischen der —
nachzubildenden Funktion gegen Null. der Ftlor ot deom
Term viard 2 0= U1
A. A‘n\e‘\\v\nae" von £60 el Nodaste wite
2. Puankt w {0 emselren 2.8 { (1) / A — —
2. Taylor-Yelynom avfskellen o2 & e
wik oberer  Stewckhar flar +s) = far) + sf'(2) + Ef"(ﬂﬂk) =+ gf“)(wk) 4 ﬂf“”(ﬂ) +0(s°)
WICHTIGSTE BEKANNTE TAYLORREIHEN Fallf(:ck &8 h)

Funktionen e*,sin(x), cos(x) an der Stelle x, =0: sl . - "
fl@r+h) = fzx) + hf () + Ef"(ﬂﬂk) + Ef“)(zk) + ﬂf(‘”(ﬂﬂk) +O(R°)

tex(x)—1+x+—+—+ Z =

Fall f(zy, — h)
%3 y2k+1 s=—h + o N .
; = — k ~ _p)? —h): _R) o
tan®) =x =31+ 57 Z< RieTEE] #Gan =1 = 1o + TR )+ O @+ T 0 + O 0 01y +00)
, h2 . h3 h4
2 2k f(zx — h) = fzr) = hf'(z1) + Ef (zx) & Kfm(mk) + ﬂf“)(wk) +O(R°)
tcos(x) 1_5'{'__ Z( 1)k (Zk)'
Fall f(zr — 2h)
had (_1)k+1 s— _2h
tm(@) = ) (= DK, 2 =1 6 S, & . .
k=0 Flon—20) = flan) + oM (a) + T2 gy + 2 p0 ) 4 C2 p ) 4 O(w)

2 3 4
Flox—20) = f(1) = 20 (20) + (@) = 0 1O @) + 100 10 (a) + OR)




‘ (08 ( " (e L\L ! Y 'i MI R‘ |L(¥|°" i Ann‘i.‘l\uw\ Qwer %L(’r"\
3 a J /Po\" )y ‘h* 4

Patx) = ;({.) t ‘r'("O) (#-%e)

A AW t‘\\-v\v\aen beredwnen

l_) Ps = 1 ol Ablelen
2. Auswerlugsberich 2%o Ablebany Enselzen Tk ba &
3. Toylorpolymom 2usommensetzen  Tormel anuenden der E,(fonenl— Konn  emfel
4. Vereinlochen W die Toylereihe e‘maeCcal— cerden
1 A 2 at 2%
/ v (2) € = V=
) [ Ftee) f TRREEY
/ = %) . («- “o 2 (xe)
£ & + 4_|° (#-%) ¥ I (x~%) +  Crmta)®
() g;(—l)k@%
o — z* Trick be  cos(z2)
peletend t — e ) ( &) ne &
7 ﬁff % o g k f(x 1 = :
(k) Vi ay = . dec Expooenk  Kamn einfet
/ K! W die '\'aybm'thl e'mae(:i:al- warden

= k!''a
y oo e Ot=4 " ¢
%
Tnylovr:'-\nc \ 4| = A CGS(I)-‘ - i + Z_ g Z_.|. cee
Y : ’ YA 4! 6!
FuMdior on der Zak(m _ mo)k 41
Exponenlen gJerader  &rod

Skele %p
Vorzeichen alternierend

Taybf En‘wiekk\na um (%

! (2%) (z—@)* + O((z — @)°)

f(z) = f@) + f' @) (z — &) +

Taybf En‘uid&ma um Xo -\-\\

A \Wie atwo‘mF Taylarw\ymm awfstellen ©

fla) = 1@) + @)@ &) + 2 @ g + (@)

7.8 dwedy otk esschien

faEn) = @) + I @) (@) @) + T (@en) @) + (@) -@)°)
—_——— l_._\,__/ ————

h ) h

7. Vereinfachen
flagh) = fi@) + £ (z)h+ Lo ¢ o)

T&yb\' En‘uieklmna wr XotZh

2. St om) = F@) + £@)((@+2h) — @) + T (g4 2h) ~ 8)* + O(((@ +2) —@)°)
- ——— —
2h

th 2

= Flko) 4§y, v Fli)
) 24 To% (N O'(le\él)
= N4 L ey da

Wecrien
ditr b 2094 eie
Kéinen Einflur ok

= LMooy + flg v a(191) Y




Konditionszahl  um weldien Folklor wird der relafive Feller verstarkh?
f(@&) = f(zo) | (& — o)
7 (o) ~ Kret(To) * Zo
mit zoulpnd = jnpuk ofl %
. Y Zo
) = | e 22|

Die Zahl

Kret (o)
heisst relative Konditionszahl des Problems f an der stelle ¢ und beschreibt die max-
imale Verstarkung des relativen Eingabefehlers. Entsprechend bezeichnet man mit

Kabs(z0) = | f'(z0)|

die absolute Konditionsszahl des Problems f.

Mit der relativen / absoluten Kondition eines durch f beschriebenene Problems beze-
ichnet man das Verhiltnis:

Krel = —

0z

Ist ein Mass fiir die Sensitivitdt unter Stérung der Eingabedaten.

Wondition = Eiamiésanm des Problems
Tehler wm taput £ohe 20 Aswssichunng i Oubput Se\bsh bei exaller g.,gdw,a

Hissen wor akaephieren!

Stakililit = Eigensdafler der Alqerithpas

W Slade duh die pumeriscre Liswy  durk Redhens und Rundwepfidler
ver (alseF eoind .

Isk ' unseres Hackt!

A\%Q(i“mw = Seauent von Redwensdhriblen

A1} Lohlen Aocsk“ma

13,1S =

0) Mot

Gleitpunktarithmetik

Bei der Berechnung in z.B. " 3-Stelliger dezimaler Gleitpunktarithmetik” wir mit 3 sig-
nifikanten Stellen gerechnet. Ergebnisse werden auf 3 signifikante Stellen gerundet.

Zahlendarstellung

Darstellung von dezimalen Zahlen als n-stellige Gleitpunktzahlen:

x =m x 10°

m: Mantisse
e: Exponent (Stellenverschiebung)

n: Anzahl der signifikanten Dezimalstellen in der Mantisse

1. normierte Gleitpunktdarstellung (wissenschaftliche Schreibweise) a¢

2. Zihlen der Signifikanten Ziffern (= n)

#% Punkt nods links versehidoen = Exponent edihen
Tedwks versieben = Eapoventen Vedngem

A- a0
= A o' 4

Y

3.4° ¢ 03s

n

A
A+ 40" ¢ 2. 4P _— J.-A v osa0

4 e
440 b 200 s 3 4% ¢ 008

2

2 + Sos

2 oA

2F P ros
Br2t k0 L 7Yt oo

=4t 421 102" F220 Fa gt a7t

A4BA. 44, = 0,44044 - 2

aul 2 S filewhe

In Computer: w
- Basis ist 2 (Bits kénnen 0 oder 1 sein)
- Zahlen vom Datentyp double nutzen 64 bits:

o 1Bitfiir Vorzeichen (0 =-, 1=+)

. v ~ o 11 Bits fir den Exponenten e, davon eines fiir
AX = Ema«\o‘t\kr =i X =X ~ |f($) — f(z)l 0‘ ‘4\04“ ’l‘ = 0'44 . 'l“ das Vorzeichen des Exponenten
abs N W = —-1023 <e <1024
sy= Amad-cﬂx\lr = [5-4) § o 52 Bits fir die signifikanten Stellen/Mantisse,
A Dl AA . 1\' = 0\ A4 OOOO -t also 53 Stellen nach Komma (erste
. . l , o Z Nachkommastelle ist immer 1 im Binarsystem!)
—-Fro;actl-k“uné H \'e,‘ﬂ‘ (\[8 -R-(‘b' hat'_ = AA "000 . 7_0 ;
4 W\ sgn b (53 by
¢ vy
§, & 0 &0 |
\l — o\ 4 63 °
ATy 4284 8-248.2+0- 07
€= AAO, | Wormdige = AMO,
S ys giele oben (u"‘l"m)
. . [}
S\k grddt ! Gilk aid} !
o 10. Di L. Das Distributi t: = 9.857-107°
Definition 1.10. Die Zahl eps =™ Das Assoziativgesetz 'DL E‘“\“ ‘ﬁ’ ( . as Distri 7u ivgesetz S
\ = — _oma2.

wird relative Maschinengenauigkeit genannt. Dieses Zahl charakterisiert das Auflo- @4k (@ 4-2) < (z+y) +2 sp"cu. eme Rol | sy +z) Zay oz - ozl

sungsvermdgen des Rechners. Es gilt, dass eps gerade die kleinst mogliche auf dem Rech- ) vtz = 01 oly+z) = 9.857-10-

ner darstellbare Zahl ist, die zu 1 addiert von der Rundung noch wahrgenommen wird. 14(—140.001) = 14(-1) = 0 | Doy = 9:664, Tz = —9603, zy+zz = 0.001

Der maximale, relative Rundungsfehler heisst auch Rundungseinheit u,,. In der n- @400 = O+-000 = @0

stelligen Gleitpunktarithmetik zur Basis b gilt:

1
uM=§-b1'm=%.

b = Basis

m = Anzahl signifikanter Stellen der Mantisse

Beispiel 1: double im Computer = 21*53
Gegeben: —

e=2 52
Basisb =2

2752~ 2.22.10710

Mantissenlange m = 53

Opkimum s Febler Lnden

A Formd fur dic Febbr ermitiek
b 4“- = VerforensPeller [Cosmttiior~ ng & 0

NG -
Rundung ~ Verfahren

2. Feller a\cic\\sdzgq .

3. nach uph qu“sSCn

Ausloseunt

Bemerkung 1.6. Die Addition und Subtraktion ist im Gegensatz zur Multiplikation und
Division problematisch, da die relativen Fehler enorm verstérkt werden kénnen. Diesen Effekt
nennt man Ausléschung.

11.258762 — 11.244891 = 0.013871

| plefhte m.2-m.24= 0.02
11298762= /11, 24 -
gy § 2l oo S0l 4y 5y,

11244891 f/m 2 12.01 %077 ]



Obere Dreiecksmatrix Untere Dreiecksmatrix  Diagonalmatrix

wckeoariseinsel orwé (seinsdzen
2 Linease Qleichungen Fodexfscostion | Vend]

Essenzielle Python-Befehle fiir lineare Gleichungssysteme (Cheat Sheet): 2 5 ]' 2 O 0 4 0 0
PR 0 3 4 5 3 0 0 20
R e (e 007 a7 005
numpy.linalg.solve(A, b]
" namvindgcondhpop o) A“’WGMM = 3 Diese Dreieckss\/ﬂcme_ hoben eine LZ;SM“J
A?l: =T) <> R = A'A-g wewn AUE Diapralelemente #0 gind!
. det(A) # 0 = eindeutige Losung
. WS De.\UM\ nm‘-& a(\'(k) det(A) =0 = keine oder unendlich viele Lésungen
2id it es Qir den Erydniswddor b
den Lii:w\ssvd*b" '3 2w ermitkin 2x2 r————"~=—--- ) """""""""""
s hab = ! Sarrus
R Koan genom (4 .O.aﬂ) Loswam aber) A:<c Z) )= et | 3x3 (
. |
rang(4d) =n = 22‘.\(}\ ‘( SP“\"U\ S\V‘d 1 a b ¢ a b c\a b
v W 3 o\ det(4)=3-4-2.5| | [A=|d e f d 8 7|g B
weoe  Wnabkhiangi A:<5 4) e | g h i g b i]gh
=2
A= Woeffitientenmalrix , K= Loswgvider, | Lo : a b c\a b a b c\a b
b Ecgebnisudator Drciedksmatain I d e Mld e d e £ld e
! g h i[9 h g W ilg h
3 k ria ok k |
“6"\0310‘- ysreme 0 7 x det(A) = rurars; | a&(’«) (aez+bfg+cdh) (Ceg+bdz+afh)
Ar—0 . o= 0 0 ry |
z=0 ) =0
_______________ R
KOf\AI\'lof\ s Lf X L‘ (LA?kcg) Vor2eichen- Gl“’t(‘
Ewme  Sohe Weine A'\A"WJ E“\,w;gk\ma der Deferminanken N + - 4+ -
A Malrix A, fohel 2a ries‘\am ewner 2ele oder Spalle - 4+ - 4+
A“Azrw»am des Veldbos X 4+ - 4+ =
(5 32)- () - G3) ”‘(17643) A. 2ele (oder qu\k) auswahlen - 4+ - 4+
(3 (2)= () 7~ (ena) 2. Vorzachen bestimmen ;
e e 3. Gestrichene 2ele (o&r Spalle mi}
A st a"& konbibiodicr ot Vorzeichen  iberndamen
v W a
ey R e e e __ ] 4. Spallc (oder 2ele) Streichen
b dovous newe Wleinee
Kondi Yonszol| Modrizen erstellen
T iy o o\ 2ele Skeden 07
— (AL Az o [AY] 2 © A -2
K(A) = [| A4l Tl <A I TN o O g Vorzeichen e'm\»nam
U5 4

A "B W o
32 o W o

Satz 2.3. Sei &+ AZ die Lisung von A - (Z+ AZ) = b+ Ab. Dann gilt
wondi

AZ| A= ||A]|
1A% =y a0l

E=f (18]
— —~— = =3.dek() 40 detl) - . 3 . 4
&= ft&gh;vk?d\kr ""\'fv‘;:\:'-“\“'} ::@:bz_ltkul-_r AC\- 3 '\-() o A () ‘( Ad‘()‘*‘ 0 A&\()
o\ma B :‘L’ A
Konditionszahl Bedeutung \.);M’.‘ J C‘Lkr ALL( ) ACL()
K(A) =1 sehr gut konditioniert b
| B (o] ’\ _l o) ,\ _l
K(A) Klein stabil ax (X b&,b a2 aQ ()
K(A) sehr groB schlecht konditioniert Sind A‘:’ veloren A} A o é?_* 4 3 % =
xe(2) o (30) S L s b g s
Wic\n\ia ¢ B o % o ® % o
e Normen Sind oben ikt  Spedi Gaifiaiedt, dd‘(s) AQ,‘ (‘f)
es st abec entml, dosr wmmer mil de & o R -2 2 o A -2
selben Norm  aefednet coird!  Beisgiel oo-Norm A a2 B 9w 4 a o 4
82l _ 1 18] S\ W s ko) o\ 3 L 1
2 [[bloo 3 o & 2 o W ©
]
. -4
1&‘5\&% \“Vergt_ (A ) det(4) #0 : xl
_ _ + xist die exakte Losung |
r b —_ A - X « Z ist eine approximierte Lésung A-\\av.mem (aausr—lolm) [} o 1 d b
- Man it die Ewhekmalriz an, dam : A= ad — be (*c a)
AZ=b r=0 [A | I ] Luet man  eilemwmformun)  durch; solange |
Dot ware Gme  Perfelee Lsmnd bis man redlr dic Einwebmeateis*I" o ___.
AAT =T sldren hok
Ausammenhary  Tehler und Residuum
7 _ llz - 3 [#l) | = 12 1]10 0 121 oo
=B < LIl " 18 1
S T I ] I 011010 A= (0 ! 1) (0 1ol g 1%)
— 2 3 4/0 0 1 2 3 4 00 1f-5 5 3
Revkve Teler

Le suny




3 LR - i‘f‘taﬁ\a (L-K=A)

Es 8\“ ,-GJ\\S die HD\‘GX A ]V\VU"“'CI’W st

1)
Pecmulabonmalfix
domt Weudin  Zalen % Spalten aMsa(\-o\\Asﬂ/\\—_

100 00 00100 00100
01000 01000 01000
1=]10 0100 e 100 00 ~ P=]100010
00010 00010 100 00
00 0O0T1 00 001 00 001

det P = (_ 1)Anzahl Zeilen- und Spal't;nvertauschungen
E ;rom\— ( An!a‘\\ A-w)

!Aukwo\!fz Va

EW‘ R {acrwhr

Eqponeny

SWL\‘( eren

. Zellennoem beskmmen und als Elemenl 4o Dingenalmaini
Lesthalten undk mit A mulbpkeeren

¢ 4% 0 6 i s
(250 ey (85 0) on (]
107 4 0 0 4 10

¢ ¢o erhallen v als Norm  jmmer Al
. Sfa“tu\vorn Skaliren =D grhalkn coir picht mewr

Be Las!
relevank  for das ie&ﬁ&m n Compuler

9 Sualiert!

sl ©

u

Spallen cuerden admmu-
2eilen werden qd’“‘""l‘"

Yon recits Wulliplizes
Von links “\A“'IY\'I'\’.U\'

Nur (nterhals  der
Nar Eint Spo\“'(.\.

u

D'\AUOM\C

“‘\\'ﬁf A M‘J‘A
na mik dive Mabeis

mu“ }?ll E\GJ)'

1V
H ofen Ao wicd  dle
r:c’:i\- Vl?rai I | -A- 24 vown %Z = 21-4.24
“ miF b mullpligiees
Sren

Detecminanic

A (p) - dd (A) = AA(L) dd (®)

oU ( L) . Ac‘: ('K)
W = =
dek (A) with sdand  séhr ou-\f-w&vdy

dd von CRVP s ewbach |
Ae\- (L) = D'tﬂaom\t mul}i plizieren

Madaz PLR 2ur Specheney

Y
L

A=LK

Alle 2elenvertamsdaungen Cesthalten

Al E'mhaat- der Gowss - Elmivadion miv aeamk'.\iam Voczeidien
R = TResulfierende  Modrix nadh  Gauss- Elimination
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Gruwod-Ansokz: Dos _Sysem a:-rl. R oder L "‘:‘:"y
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Veckausdwen der 2eilen , domt bewm TRechnen keine. unaans\lam kleinen
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Ya= -A 2o + 5-(A)=A -4
- 342 = I+ A =0 =1z
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4 Linease Ausa\e‘\dcrec.\\mna

Nor ma\e.na\e'.c\-wd

AT A 2=4"%

-FQ.\'\‘M’ qquJ atsumme. TResiduum
E(z) = |b— Az| b— A%
Wi wal sk
dos Mode(l von
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5 Nidht=ineore Gleichungen

NichWinesre Gletdwnien Uonm man off ikt sowber nadk x auflosen.
Deshalh  sucht man Nb'-huunas\isunam_

A. FEs lieal» ewme lmeare TFunldion vor
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linear sein!

L

Y:\(A{- h.zé

Vekloe b beshmmen
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foo =

a(ﬂ) =

Verfahren

Bisektion

Acten  dec  Problemls sway:

Nullskellen problem = Newlon- Verfalren, Bisetionverfoliren
cos (x) - x}=0

(0]

Fi x?un\A\-Pro¥\<m .

Y cos(x) = X

X

Fixpunktiteration

Newton Verfahren

TFirpwnkdtitecation

Grundidee Vorteil
Intervall immer halbieren
wiederholt in eine Funktion einsetzen einfach

Tangente verwenden
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Nachteil
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braucht Ableitung und guten Startwert
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—‘_ ‘oI c—' e 'J
<2§1§‘.?:‘§<¢§E\’(§
fta - fnp ¢ 0 L HEE R I
-------------- 2y T >, \t
Tellersdnranke | _ 312 2 0w %
- — MESRHIBARSE NG
« _|lb—al < ~ 22| W = g —
|z, —2"| < ont <e < 3?2’ G - [l —
Wee vide (terokionen sind naha?
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i b
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Fixpunkhilecakion (17—l < K -in -

Newton - Veckohren
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Funktionswert beim alten Wert
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Ableitung beim alten Wert

------------------------- ; 2 4 1/ o9\ Beade hoben denselbes
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3 :
A -1L=0 z ; Xy . X ;3 x
4. Wontrakkon praten
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2(as V2 2
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5.1 Widllineace Gleichungssysheme

Nichtineace Gleidwngssysteme.  mit LR -Zerlegang

F
Fe) = ()| w [~ ()
6z = cos(z) + 2y, cos(x) + 2y — 6z 0
8y = zy” + sin(z). Fla,y) = (zy2 + sin(z) — 8?/) B (0)

OF, OF,

Mey) T(e,y) (fl.:c f1.)
o) = oz 0 o) = Fi(z,y) ) Y
e (%?(z’y) %%(w,w) rien = (5(e3) fao fog

° el Vo
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A5
6. Funklion om Startwed berednen aber mik

7. Ersles 'Drciee.kssyskm losen
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Réy =y
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36 + o)) = -1

50 + 260" = 1.

hier wied nwn S addiedt nidb wie 'm de andeen Verson

oV =20 @0 g ebiert: Dabe omdh i Sl & —f (x®)

Stoctwerk

6z = cos(z) + 2y

8y = zy® + sin(z)

&cac&ng FunkNonen :

(o 4_ cos(z) +2y — 6z =0 ’ 2y’ + sin(z) — 8y =0
3
g cos(x) + 2y — 6z
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! ¢ (3 i) (1> - (—0 0436) Rj=9 3 n ( 0.6136)
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; Tilepebibinmpolywy p63 4 (C142) (1= 0)(—1-1)(-1-2) " & (04+2)(0+ 1)(0—1)(0—2) A+ + (I -0)1-2)
Ra:f:itl:m/‘ g Randf:blm L(» p(z) = z* + 22° — 52* — 8z + 4
Sd\winﬁen DE b:‘:;r[:‘ar Intervallrand S p(l) C142-5-8+4——6.
v/ s '

‘ Aquidistacle._ Shateslellen
a x x x —— x 1 e Der Absland der Stidasldlen sk immer a'eidn gross.
0 N Xy X3 Xy Xs X X3 Xz Xg 10= 'D“\w‘\‘, Uann eme verein(adite Form des Laamrzgp\ynoms

“ \glmhe Stiitzpunkte u Verwender cuerden.

Problem: Polgnom 3e}||: durch alle Punkte, kann aber am Rand schlecht schatzen

g

- A Vork.‘-\'- Wir rechnen nickk mehr direlak mi: den echlen Skdzslelen
¢ LouarLl\at'. hhvw\o} = Wic omemerderen  durch mik €-h
'Ec‘s‘.s?o\yhomn . Deispiel Gegeane. Skcbsiden it Auslond
B = B A
Li(x) = J pn(@) =) wiLi(z) z |1 15 2 25 3
( ) ]=H0 T; — m] dﬁ\"&w ‘co\al" i=0 t; ‘0 1 2 3 4 ~) %_u{g'l‘uqa von £ mil (olA.i,'}_..ln)
J#
Bosispolynom bauen:
he _ t-(-2)¢ )-8 (-0t -1)(t—3)(t @
V—°“ae—° LO=o-no-20-90-9 20~ ge-ne-se-a
A. Tobdle dec Stikeslden und Shikewerken ecslelen B0 = 5~ o) 1) 26 8
il0 1 2 ... n
Ti | T T Tz ... Tp Die SUilewerle VYabea glech
Vil% w2 .- U o) o, EOE=DEDE— ) o (-0 D=0 o (0= 12—
= (1-0)1-2)(1-3)(1-4) (2-0)2-1)(2-3)(2-49) (3-0)3-1)(3-2)(3-4)
L) Sind alle  ghuliwede =0 —
) Nv\\rk“en?mduwcof\'"d! €.l ‘\'Q.L\\e.rsdl\&\‘tvma
-A)\=0 =0 = X¥A) (A=}
e Y( A)=0, & ? '('—)’(—_‘—) |f () — p(z)| Abstand  2witdhen ecWler Funlikion
2. Yir ;‘eclen Tunkd P, (x; ,y-.\ Cwn 'an'.s\ao\wmv. \veshimmen wid  \nkecpolationspolynom
) = n z—g; ZoWer = X-  alle anderen Shikastelen J;:tr”l(;)(z7“)(1711)...(1,%) /S‘ka\es\J\en -\
=0 Ti T % = ansledle whrd x, einqesel ,
?;9 J Nemmer = anstdle x & x einguelel &:spn\ agac,sgn: 2 =1, z;=15 z,-2 Sowm}t p=2 ': f(z) = In(z)
A A\s\e‘.\-w\\]en beslimmen
3. lh"Qf‘Po\a\'\OhS?o\ynom aug.s\-g,\\u\ f/(m):% , fﬁ(z):7% , fm(z):; doher: f“”(é):%
pn(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + - - - + YnLn(x) Z. Ales einserien:
2
&
Ceagh ol & D15 -9 _.f.mkl-e w Lobewll
. s celraal: ausmultiplizieren
4. To ‘a d P 2. £ensehien <052 da £ im Neweo sk wieh 0,5 genomasen
S- Falls én Wert 3¢$“¢\" .IS)',J“!\‘\' ensekzen VViegrosskannghﬁchstenssein‘!
. 4. X-Wert einserzen
Pn(") Es mmt in der '-Fro\ae-!'l-dl:a aq.(ma\— werd en Pown X @nscheen!

Wie gros* St der mavimele Feller bei X =0,S




6.3 Newlon - (3tes - Quadratur

Zel sk es em \nkam\ n&\\uu\nasucisg 2u  besrechnen

1. Stiitzstellen wahlen. 16\‘ AAS btf(c\\m
2. Durch diese Stiitzstellen ein Interpolationspolynom legen. &“ \nte rols a‘b"
3. Nicht f(z), sondern das Polynom integrieren. es 3uia“d°- hadn

Theoretisdu Kombe man auch €w
\V\\er?o\o&\ohs?o\\/nom aufskellen und dieges ’n/-eﬂn'cre,,
Ist natirlich  extrem Genow jober scur aul:u&no'g

3
J PK) Ak

E 'm-(‘ac\v. _Troqc\e ’had

P20 @)+ f)] ik heevall = [a,0)

£x) st Wer cigentlich das Infecpaakionspolynom  p )

X, (b — a)s "
s || BEp| <€ ——F = Lessster Werk des Wlervalls
'\'&\‘ef | T| B 12 max ‘f (ZC)| e ﬁiru‘t Q‘mu;.aen es&_\-ma u

[

_“'Qfd‘i-?ead isk emfach aber S Grob

6¢%eb¢n¢_ Yok (6,0.5), (18,0.8)
18

4. / f(z)dz k. F(6) =05 f(18) =08
6

2. olso: a=6, b=18 D boa=12

3. 172(0.5 +08) =178

Zusommengesetzle Trapers-Tegel

T(f) = & G (an) +2f(21) +27(22) + - +2f (2 1) 4 (z2))
mt h als Sdetkocle
Musler: 1, 2, 2, 2, 1

b—a = Gussler Werk des Wlervoll
Felec: [|Brl < ~jo-h*max|f"(@)]| T e asdzen Bt

Lar x Qunsdazen M“\'i"'"‘

zx | 6 9 12 15 18

flz) |05 2 35 @5 0B h=3
Th:g(0.5+2~2+2~3.5+2~2.5+0.8) _ 25.95
Sirpson “Regel a_ath b
g(f(a) +af@em + o) wb |r= b;a

5
T\.‘é\\e‘-_ |Es| < (b-a) max ‘f(4) (w)| ax = Grsssler Werk des  Wlervalls

Lor x Qntdazen M‘W"""

18
/6 fl)dz ol @) =085 r@@ =95 ras) =08

t:f’ he A::G a6 /m\n: 66 = A
e 6
“:= ‘6‘1 5 (0544835 +08) —306

Zmammenam\-zk S\mpson -‘hacl N musr geade Sein!

S(F) = = (o) +8F (1) +25 (2) +8(w5) 7 (z4))

Muster: 1,82 @2 @... 2@ 1

b—a = Gesssler Werk des nlervalls

< 180 ht max | f (4)(13)‘ e gqrux e‘mx:.;laen eSMna n

Punkbe: @ [ 6 9 12 15 18 — m h=2
f) 052 & @ @

Teilinkervall: [6,9],9,12],[12,15],[15,18] ik N2y Geode

18

f@)dz Sp=>

05+@-2+2-35+@- 2508
6

3
= 26.3

e—

P 2v\9ammenacsc\rzk TranJ-zmdcl Wk schon viel Genover

Genaver ;wem dic Kurve ackﬁ:\mml- isk

E xteem genan | wem diC Kurve ac\Ar«')\mml- isk




3 An@:.nasuo.r\-yro\.\em (AL®P) Beispil  Gegdven: [1(@) = 524/(2) —sinfa)u(e)y/ () — cos(y(a)

A. Y'(x) 2. Ordnuma
y'(z) = f(z,y(2)) y(z0) = Yo
2. u() =y,
2d st es emne DAL A ord Numerisch anzunahern 2@ =y@, WA @) wird s 2(2)
Dot a‘\‘a\' es mewere Vedfolwven die datw verwendel coerden: () =9/(@)
z(z) y(z)
¢ explizites Euler-Verfahren Im Wem verfo\yen _°‘“" 2. 2(z) (Z;(ﬂc)) (y’(a:))
e implizites Euler-Verfahren V‘r&\"m dessdbe -“-mﬁp' z3(z) y'(x)
N Se benuleen dic Sheigun o) . oy
¢ Runge-Verfahren E'mga\n - aus emem bdkamben Wer} L*. Z(z) = (2(2)) da ober a\JmJu 2i(z) =9y (z -c\ . ) )
* Heun-Verfahren Verforen Y den nadifen Wert () debwiert swde ) =@ 9 -
¢ Runge-Kutta-Verfahren Ywr 2w beredanen. , zé(z) 25(z)
2= Zgg - rechte Seite derigr(sa;))rﬁnglichenDGL
Dos a\\auvnhng_ Vorac.‘-\ev\ s}
s. z(x)
A. Protlem n scwl't FYorm br'mdm 2 (z) = z3(z)
5z z3(x) — sin(z)z (z)2a(x) — cos(z1(z))
y'(z) = f(z,y(z))
2. Inlervall n Shidee aulleilen |y’”(x)=5wy"(w)*Sin(z)y(Z)y’(z)*COS(y(m))
Explizles Eulec-Verfohren
3. M} bkonnlem Sloctwert Beainnm
Yo = y(zo)

b— .
|yk+1 =y + hf(zkayk)l m) Sonalbessbe b i= " im Lokenell [are]
q rs.v bercd/\ " neuer Wert = alter Wert + Schrittweite - Steigung am alten Punkt
. wu ) e

Yo Y17 Y27 7 Yn

5. Unleesuden wie aul die N&'«erunden Sind . . Lo
lokaler Fehler « Konsistenz A S "‘I“\An] h="—— :_5

« globaler Fehler * Konvergenz ¢ Ordnung des Verfahrens

2. X-Stellen beshmmen® X,

v
(S )
X
»
o
0n

Teick: DL hsherer Oro\numd wm A Oro\nwa

2id sk es immer die TForp [7(2) = f(2,2(2)| 2w erhalten.
Voradnzn‘ v =1+ 05" =2-1) V(@) =@ <@y(2),  y(0) =1

2. Formel anwenden:

=0.5
A. Oro\nw\a dec DGL  besh;mmen
o v = @5+ 0I5 (e?7° =2. 01)
y'(@), v'(@) , v" (@) % ~ 1.359
7. Neue Varioblen definiecen W
21(2) = y(z), () =y(@), 2() =), o) = y*(2) g \mplizites Ewlec-Verfaheen
L> Ordrwny wiek ol gin Vociabic-tndes plus A oder & Vi1 = Yk + A (Thrt, Y1) b Scwibhebe b = o | o Inkerel
anders %una\- Ordv\wna minwt A = Uariablen- Index, s
~ neuer Wert = alter Wert + Schrittweite - Steigung am neuen Punkt
3. Voo 2(x) aulstdlen I e e T
21(x) o] &.Sple\ G\e.ag\_-.\cn |y’(z) =€ — 2y(x) y(0) =1 k| [0,4] mitn =@schritten
2o(x) S
z(z) = pl
2 . 1-0
al2) = A. Sdnrilwele: 7= 5 —%
S
L(. A“L Kotv\?oncnien ableiten b 2. X-Stedlen Bestwmmen: %20 , X, =08 , X,74
#(2) #(2) = 2(=) S
#(x) ] :
/@) ( e g | 400 = 5@ Wik 4@ =y (@) %_ %Y. FTormel Omwc;den
z;@) 2(2) = z(a) a‘ Yir1 = Y + h(e" — 2yp11).
S
;.

5. Wodsle AB\G\WJ ecsehien . A“Hsuﬂ Mo Yan : Wenn dos nickk Qdd : Newston Neclahren
%) =176)| yod [0S @), V@ = 2@, 7@ = 5@ _ Gt ke (Ein Nulstellesproblem fosn)

Yk+1 = 112k

6. SYS‘CM W Dlondardform nolieren

<. \A)er‘l Cnsedrzen: [v(0)=1 21 = 0.5,
Z'(z) = f(z, 2(z))

w=1  h=08

= Yo + 0B A+ o 05
.Ordnun 1= 11 92.05 = ———— ~1180
A. Ordnvma 2-0"A“‘4“"| L = d * A 200 B
- = - 6. Nédser Sawith
0 ;_ z: Z = . 2-4
’ ( 2 ) -~ Zi Z YA ¥ O:S'ez - A 4f0 '\-—O.S-C ~ 2.437
rechte Seite der DGL rechte Seite der DGL rechte Seite der DGL YL = /\-\—1—013 = A+ 2-0i® =




Fehlec- und Konveram%dﬂa\ySL

’?\V\ﬂa& - Ver?ox\r\ren (\"\'\\-\e\?vmk\— ~Verfoheen ) (E;(F\‘. a.i\-)

1. lokaler Diskretisierungsfehler S('\* 6&\'&\':‘Qﬁ¢ﬂ ) Um As;g\"&h_\ula'ﬂ

2. globaler Diskretisierungsfehler m“chm 2w Wivmen bezis \ich dtf -DQS VQ.(@\\'\M \\a\' A.IC lJ‘& d;t sl-e'auta
3. Konsistenz verschiedenen Algorithmen. n dec MiMte des  Intervalls 2 verwenden

4. Konvergenz

Nt die Ofdnv\na 2
Yk+1 = Yr + hira

Loka\e(' ‘Dis\(re)«isizfmna:rv.\\\cr

&Sc\n H \ \ tt\agnég Ab un der

lokaler Fehler = exakter Wert nach einem Schritt — numerischer Wert nach einem Schritt

[n(. 1) = y(2) - G+ R) + ho(@,y(2), y(@ + h), h)

7‘2*f<-77k+ﬁa yk+ﬁ7‘1> . .
2 2 S’ce-‘awnd wn dec TiHe

Na\\emna von Y(%th) Exaule LBsw\“ von Y()uh\ \M‘a&\eﬂ
@ isk de entsprechende Ver(ilreasCurion 1. $¥e‘.aw\a om Anfw‘a berechnen: 71 = f(@k, Gh)

KO“S’lS‘-Qnt 2. ﬂi\-\-g\fun\&\- berechnent @i — @ +% ) Yaitte =@ + gh
Wenn die Scucittwele W Kidner wird, muss ein ewiener 3. 9€‘a‘*"a ™ \’\'\\-\-e\?ur\(«} beredwnen: 72 = / (uite: Yuite)
Seivy  lokal wenigqer FeWer mochen.

. Formel anwenden: ui. =@ +firs
Dos Verlolcen st \onsistent _L_' _________________________________
von Ordnwng p

Peispie chdnen: |y':z+y, y(0)=1, h=02

n(z,h) < CHEF| Aussage:

n(.h) = 0(#) | 2= PHA = p-4

f@y)=z+y , z0 =0 yo =)
Reide Euler-Verfahren Sind Mensistent A. Ocdnwng !

A. = fl@.m) = FO00) =0+0=1
' t 2 =02 e -® 22110141
G‘o‘ao«\&r DlSkﬂ’ttSiWnagCo.\\gr ¢ Zmitte =0+ 5 —4l ) mitte D) L1
Wie weit 13t meine Woherun Y« Noch mehrecen 2. m=f01,11)=01+11=12 ” ﬁ‘,
Sdnrihen VOM exolkten Werd' eaklernt G y—go -+l —0+0R-12 — 124 O

|€($k: h) =y(zx) — ykl
Naherwrgs Week Exoldber Werk

Heun - Verfalren  ( Exphail)

Yas Ve.r(‘o\\«ren hal dic ldee dic An(}xnos- und

Konvergena Eno\s\-c'.aum 2n mileln
Wean diec Scweithwale W Kldner wird, muss auch Bat die O(d"“"a Z r = f(@k, Us)
dic Noherwn) besser coerden. S i
- —@+ (7 + F s = f(@p+®, gp +Br:)
e(wkﬁ h) S CH? A\"sma“ ’D:S‘ Vg;%’;\;‘““a ?S\- be\V@faU‘\' . ° 2( ' 2)

Reide Euler-Verfouren Sind Konvcram\- A Oro\nma‘. ___________________________________

orrolac: sto«mmen\ﬂoma Kownsistenz und \Konucrao.nz-

1. AnCaansl-e'.aan beredwnen: 71 = f(zk,ur)

IKonsistenz p-ter Ordnung = Konvergenz p-ter Ordnung I

z. EnA?M"\\&\‘ S&a"ﬁeﬁi Tende = T + h ) Yende = Yk + h”‘l

. E A Hl \:!l'!e\d 20 T = f(mendey ende)
weu\'w\a Oro\nvmd P 3. Enas Y n - y
N 4. SA-Q]a uv\atn mitten: Ykl = Yk + 5(7‘1 +13)

Die Ordnwa &a\',w\& Shnell der Teller Wlciner
wird, wean’ h WKieiner coird. Beispie) Geac‘:en: | Y —2t9 0 -1 h-o2

o p = 1: Halbierst du h, halbiert sich der Fehler.

fl@y)=z+y , x0 =0 yo =)
« p = 2: Halbierst du h, wird der Fehler etwa viermal kleiner. = ! ’

« p = 4: Halbierst du h, wird der Fehler etwa sechzehnmal kleiner’

2. Tede =0+0D=02 | Yenae =@+0R-1 =122

%, m=F(02,12)=02+12=14

0.2
L. yr =+ 2(1+1.4)

XA YIII
=124 y v

(0.2) ~ 1.24.




'?\mnae—uu&h a\\aeme‘.n

Meheere Shteimungen (1) nnechalb eines SdnriHes
berechnen Wnd acwic\n\-c\- (b)) ritkeln.

ry = f (-'L'k + th, gp + hz a]-grg)

=1

Yke1 = Gp + 0 Z bjr;

j=1

:

* r; sind Zwischensteigungen.

* c; sagt, wo im Schritt die Steigung berechnet wird.

* aj¢ sagt, welche vorherigen Steigungen fiir den Zwischenwert verwendet werden.
. bj sagt, wie stark jede Steigung am Ende gewichtet wird.

* s ist die Anzahl der Stufen, also die Anzahl der Steigungen.

Diese. Methode kann (e all Vorhar‘-aen \brav.hm
omaeueno\dr Loerden.
C; ) e, by s Sind jewels duren das jewelige Ver{ahren
Wloer at.adptn
Sie unterscheiden sich hauptsachlich durch:
¢ Anzahl der Steigungen 7;
* Wo die Steigungen berechnet werden
¢ Wie die Steigungen am Ende gewichtet werden
« Explizit oder implizit

¢ Ordnung p

Mm den G 2w bececdhren wd immer  dic Uorhar'-au
Sheigang bo.wis\ia‘- wid die entspredienden x-wad y- Skellen

&\SF‘L\ on RK-Y
4. 1= f(zmy)

2. T_:f<zk+
3.

) T = f (-’L‘k + th, Yk + hZajm>

=
h
22

Q. ro= f(zk+hg + hr)

h
r3=1Ff wk+§,yk+

Butdner - Schema

Doz Butcher- Smema b gine, Kompolate Taballe
foe en 'Y\W\a‘--“““‘\-\wfa\'nren.

Klassieches ?w\nae—\.(q“q R4 (Exphail)

YU sk @nfods eine gore bestimmbes Runge KeHo -~ Verfaliren
Wober & Sk\awsaen berwtzl coerden

Not die Ordnw\d &

h
yk+1:yk+g(7’1+27‘2+27’3+r4) Mushker von by: [1:2:2:1

Peispie) mt Bubcher- Shenm
Geyeben:

l[v=c+y, wO=1 n=02] foy) =ty , 0@ -
010 0 0 0f Goouddkish: o[ o 77
? 8 (1) 8 8 o|ri = f(zk + cihy Yk + h(anri + airs + aisrs + amm))l
2 2
1 0 0 1 0 ° |yk+1 = yr + h(bir1 + bara + bsrs + b4r4)|
‘ 1 1T 1T
6 3 3 6

A. Eeste 2ele lesen:

2:f(z0\Oh,yo>h(02<02>03>0r4)) = ﬂ:f(()’l) =1

2. 2weile 2ele lesen: 000

11
2ls
1 1 h h
r=f (@B @B GO0t O ) ) = f @+, g+ ) =12

2 2L
Diille 2ele lesen

1 1 h h
rsff<zu+§h, yu+h(0T_1+ §ﬂ+02+0r4>> =f <w0+ ., o+ 772>: 1.2

2 orz)=L22
G4 Viecle 2eile lescn:

s = f (@ + 18, g+ B(0ry + O0rz + 1rs +0ry))

2.

= f(wo+b, go +Bry) =1.444

A A @
5. Unkerste Zeile lesen: |- R
1 1 1 1 h
y1:y0+h(ér_1+§g+g7‘_3+6m) =[w + 5 +2r + 25+ 1)

Umae(onnl- era'M— das Genaun
unsere 3chon bekannte Formel
6. Werke einseleen: x4 v
v

0.2
y=0+""(1+212+2 122+ 1.444) — 12428 4(0.2) ~ 1.2428

« linke Spalte ¢;: wo im Schritt die Steigung berechnet wird
€ | a1 Q2 ais ) ) ) _ )
« mittlerer Block @;;: welche alten Steigungen in den Zwischenwert eingehen
C2 | G Q22 a2 ' e '
« untere Zeile b;: wie die Steigungen am Ende gewichtet werden
. . Indexiecuny  von Yo' Yovm verwwran — Dun
Cs | Q51 Qg2 T Qg s\ dee 2wt Inder & (Skabe) dies wb aud
‘ bl b2 e bs ‘m der nryyr‘uv-a\'m\wn Formel  ‘m Summenzeichen
enthalken,

‘Mt € werden die % -Slellen  beredmel
* WY o) cerden die Y - Stellen  bredwned
o Wik b‘,\ w dee Endforme  dic Gtu’-e\a\-und

M ~Scherma anwenden

Es 3‘&:\- nodh Liele Wwelere Verfolren (o 2.5
¢ lmpligite W-He\punk\-uod
. \m‘)\‘-’.\_i\c. _rrqve\-grcad

Jedes
besonders

lecfoMmren hat  seine
oo das Ver(ahren

Vor - und Nochleile
Impizit oder Brpliait i+

28 Expig} = einfacher aber ofh wenigec skl
|mrl;1',\- s av.f-wcnhau 1 aber oft stabilec

A, AawM der Shufen erkennen (Aozddl b‘"“'g‘“ o)

2. linke Spolle lesen ()
T + c;h
Tare \‘uit 22\

entdn anwenden

3. MiHecer Blodk lesen (ay)

i+ hlanry + aiory + -+ + agry)
. Fir jde ek t; beredwnen
i = f (zk + cihy Yy + h(aars + - + airy))
5. Unlterste 2eile lesen (k) wnd ancoenden
Yr+1 = @b + h(birr + bara + - - - + bsrs)

o r = f(zkayk)a
o 1 1
Ty = f (mk + _ha Yr + h—’fj) 3
/A 2 2
r3 = f(zx +hyr+ h(=r1+2r2)),
¢ 3 ¢ Ye+r1 = Yk +h (67"1 + g?"g + 67‘3) .



Verfahren Typ P Butcher-Schema Formeln zum Anwenden
Explizites Euler explizit 1 010 r1 = f(zk + Oh, yi + Oh)
Ye+1 = Yk + 'hr
Implizites Euler implizit 1 l_ _1 r1 = f(zk + 1h, yr + 1hr1)
Yk+1 = Yk + Lhr1
=Yk + hf(Tr41, Y1)
) 0jo o
Runge / Mittelpunkt explizit 2 R r1 = f(zk + Oh, yi + Oh)
2 | 2 h h
T2 =f(.'z:k+ 5" Yk + 21"1)
Ye+1 = Y + h(0r1 + '72)
00 O
Heun explizit 2 11 o r1 = f(zp + Oh, yi + Oh)
ro = f(zk + Lh, yx + 1hr1)
Ye+1 =Yk th( T1+ T2)
0O/0 O 0 O
Klassisches RK4 explizit 4 % % 0 0 0 r1 = f(zg + Oh, yi + Oh)
1 1
; 0O 5 0 O } h
2 2 "'2=f(xk:+,t,yk+_"'1)
110 0 1 0 2 2
7 + h + h
r3 = xr - —T
3 k 9’ Yk 2 2
r4 = f(zk + 1h, yr + 1hr3)
Yk+1 :yk+h( r1+ r2+ r3+ 7‘4)
.. . 111 h h
Implizite Mittelpunktregel implizit 2 2 | 2 r1 = flxp + 5 Uk + 5T
Yk+1 = Yk + Lhr1
. 0fo o
Implizite Trapezregel implizit 2 R r1 = f(z + Oh, yi + Oh)
2 2

h
ro = f(mk + 1h, yp + 5(7‘1 +7’2))
Y41 =Yk +h( 1+ T2)

=Yk + g (f(zr>yx) + f(@ht1, Yks1))



§ DGL- Sysleme

lm vo (‘hzx'at- Ka?'\\-c\ T wurde emn \rick
3”“"8"""’“ moan uom eimem DAL hsherer Or nar(y
2u emewm DEL-System A Ordnun komm £,

hier wwd aun acze‘-a’- wic ew Sdches Syskm
ad&si whrd .

DGL hoherer Ordnung

!
DGL-System 1. Ordnung

!
Euler / Heun / Runge / RK anwenden

Yk+1 = Yk + Bf (@k, yr) Vi1 = Yk + hf(2k, y1)

Die eintigen Unkersduiede 2u SKalaren DL sind-
Yv wd §f sind 1Y Velocen.

E.I" ‘DGL-SYS‘-CM woiedh

) ang agno.u a(t'lcl-\
Wwic eme Rintene DalL a'.\ssl.

B spi d

y(0)=0, y'(0)=1

Yo = Werk 1n der Klammer =0
Yo = VeWpr = (g)

vo =(()(1)

h =0.5

Gede\:en: |y” —y? —yly—1) = —1|

A. Umlormen ‘wm DEL-Syshem:

a0 )
5 wB+mp—1) -1

2. Vecfolren antoenden:
Vi1 =[yi]+ = y1= Yo+ hf(zo,y0)

2. Wedte  Cinseleen:
o 1
£(z0,y0) = <12 +0(0—-1)— 1) - (0>

4. Veclodnrenstorme anwenden:

1

ZU():O

y(0.5) ~ 0.5
y'(0.5) ~1.| *=0S8
Nodste ltera¥on donn mil diesen [erlen rechnen

Era&ntuna M"GP"Q“"'\

Vondermonde - Halrix

i |0 1 2 3 4| Grod des gesudiben

7|22 -1 © 1 2 | P\mom =

y| 0 6 4 —6 0 | Stukesielen x; ~ A
§5-A=4

p(z) = ag + 0,z + aya® + azz° + a,a8

ay+a, - (52) +ay - (82)° +a3- (52)° +a,- (82)' =0
ay+ay - (=1) +ay- (=1)* + a3+ (=1)° +a, - (=1)* =6
ay+a, - 0+a, 0°+a;-0°+a,-0' =4

ag+a, -1+ ay @ +a; -3 +a,-0* =6

a+a;-2+a,-2%+a3-2°+a,-2°=0

X? {‘. 1\1" xs x‘:

1 —2 4 —8 16 ) 0
1 -1 1 —1 1 ay 6
1 O 00 ]| |%2|=| 4
1 1 1 1 1 as —6
1 2 4 8 16 ay 0

p(z) = z* + 22> — 52° — 8z + 4

Kontrolle mit den Punkten

Kond: fion
cond(V) = |V] - [V}




Pokidegd {60 = i) - ¥
- f'x) f(x) F(x)
f
$ul u'er) V() @ ax®s? x*mita # —1 _
a1 x*+C
£ = W) ve) -2 ) Vi) ) ¢ Ulr)-vé) -2'x) cos(x) sin(x) —cos(x) + C
[ —sin(x) cos(x) sin(x) + C
i preren -_rf;) = bg. % & L. F 1 + tan?(x) tan(x) —In(|cos(x)])
\“J“?" < Oder siche. unken
n= ik v v: e = (s "Z/z) —1 — cot?(x) cot(x)
ws Yy ~ Vs e = 2 (HH"') :
- cos -Sin cos +c
SN - cos ~-Sn+¢
1 sin™1(x) x * sin”1(x)
---------------- R nRREETTEEEEE M e 1-
retel : wiz 1 cos ™' (x) x * cos™*(x)
Quebeborgls £ 555 e e
1 tan™1(x) xtan™1(x)
In(x?+1
[ W6V - () VG) 1+x? s
f/x) =
0 id - e’ e
G et *'Aa'e-*'\ +C
-———- _J ——————————————————————————————— e* e* e*+C
k"“e"! ¢ L= “(V(')) In(x) * a* a* xa*+C
l In(a)
-yl o y! 1 1 * 1 —
f6) = u (v (x)) v'(x) i _ ln(;(ﬁ)(x) f- Cn(ax) x
1 In(x + a) (x+a)
+ *In(x +a) —x
gt (-1 v4) B n(ave) Wherd] 4 ¢
1 1
n = )s V== atid x * In?(x) In(x)
2 Ve L Vx L
=00 2y/x EEE m— 3 Wxte
- s,\.«d/\vm‘] - xl—z x ot %ln(lxl) +C
Y (-2+1) - (2r) 1 In(lx +al) + C
. Verschiebung xta
= —6x (4-%%)
__________________________________________ § (- k) |-L Fexn)
" + e ek foa) | Foxen
Aussere - ALle-l-mva (Mnee - K J »
;k); C_'“ fZ fz()-‘ (e” i/, 3 §ix) = cos (%) —> Foo = L sin(3x)
fex) = cos(x + ) =T =m0 (x + )
e ~Ablekeny Sm A
— (I
\vivere _A>lt’clw-(' ton = cos | % costlcx)
\ ‘
C}" t ( L()(LPA) {an" = Zsin(a
cos? ()

4n ( 2x)

S 2x +A 5!"'(‘0()




5.5

Transformation der Einheitssphare durch Matrix B in verschiedenen Normen

5.0 1

4.5 1

4.0 1

3.5 1

3.0 1

2.5 1

2.0 1

1.54

1.0 1

0.5 1

0.0 1

-0.5 1

-1.0 1

-1.5 4

-2.0 1

—-2.5 4

-3.0 1

-3.5

-4.0

-4.5

Einheitssphare | - |1
Transformierte Einheitssphare
Einheitskreis | - ||2
Transformierter Einheitskreis
Einheitssphare| - |«

7S ) L "
/ \\\ - = Transformierte Einheitssphare
/ i S
/ So
% o
4 T ‘N\\
-
/, -7 -7 RS
£t -7 I NONS
7 7 g | v
//, P 1 \ S
-
/7 PR 1 \ /
417 PR | \ /
P 1 1 I/
-7 | I 7
2 | I 7
| Iz
| 1 [ 4
1 I l/’
| !
2” 1 7
77 : e
/1 1 '’
/0 I " A
/1 1 T 4
/o 1 R
/7 | /
/
/ I } -
/ ] I e
,/ | I ’/’
| I - y
{ \ I -7 77
/, . (4
~ \ 1 - iy
~ »” 7/
S \ I PR s
S \\ I -7 ,/ //
-
S |’, ,’, /
—” ,
—— 7
~ /
~
~ /
~
~ /
SO 7

2 2

B -1 3

A“(, cshricvelben Focmen

%c\,‘bren 2wl ﬂo\"l‘f% B
(9
die Andven 2w 1= ton

WBl, = (2% ,(23) 211= S

—

B = (4,-2) ) (4.2) mo== &

Bl = (-233) ,&)3) \eter = E/

Norm

1 Norm

2 Norm

3 Norm

oo Norm

.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-5.0-45-4.0-35-3.0-25-2.0-1.5-1.0-0.5 0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 40 45 50 55

X

Vektornorm fiir = = (z, )

Form der Einheitsmenge

Matrixnorm berechnen

In der Grafik beachten

Il = |21 + I3l Raute === === ===-- Maximale Spaltensumme Punkt suchen, bei dem [z + |yl am grossten
ist
— — T
|zl = \/m Kreis == = = = = = ==« I4]l2 = v/ Amax(ATA) Punkt mit grosstem normalen Abstand zum
Ursprung suchen
_ 3 3 3 . . A _ | Az| . .
lzlls = /1«* + [y] Rundliche Form zwischen Raute und Kreis IAls = ma-xz;&o”TT\f Punkt suchen, bei dem die 3 Norm am

]l = max(jz], [y])

Quadrat

Xb Y Snd Voordwolen (Panide)

Norm

1 Norm

2 Norm

3 Norm

oo Norm

Bedingung fiir die Einheitssphére

[z | + |25 =L
Vi + 22 =1
VP Ip =

max(|z,], |z,]) =

Maximale Zeilensumme

Formin 2D

Raute

Kreis

grossten ist

Punkt suchen, bei dem die grosste Einzel=
koordinate maximal ist

rundliche Form zwischen Raute und Kreis

Quadrat



